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Recorde-se que uma aplicagdo (ou fun¢éo) de um conjunto sobre outro é uma regra que, a cada
elemento do primeiro conjunto (conjunto de partida), faz corresponder um e um sé elemento do
segundo (conjunto de chegada).

As transformacoes lineares sao aplicagoes entre dois espagos vectoriais que, num certo sentido,
preservam as operagoes de adi¢do e multiplicacao escalares definidas nesses espacos.

A importancia de que se revestem na resolucao de diversos problemas de Engenharia, tornam as
transformacoes lineares um tema obrigatério de estudo num curso introdutério de Algebra Linear.
Neste capitulo faremos uma digressao sucinta pelos aspectos essenciais das transformacoes lineares,
realcando, nomeadamente, as ligacoes estreitas existentes entre as nocoes de transformacao linear
e de matriz.

1 Definicao. Representacao Matricial

Supondo fixada a base canénica em IR?, consideremos a matriz
0 -1
A= { b ! } W
e o vector ¥ = (1,1/3) € IR?. Representando este vector pela matriz coluna [ 1}3 }17 podemos

. |0 -1 1 e VN
e[
A multiplicacao de A por & pode entao ser vista como uma acgao de transformacao do vector
Z=(1,1/3) no vector ¥ = (—1/3,1). A figura 1 ilustra geometricamente o que aconteceu: ao ser

multiplicado por A, o vector Z “sofreu” uma rotacdo de +90°, sendo transformado (ou aplicado)
no vector 4.

calcular o produto

A

-1/3
o= __11
an

S vt

Figura 1: Rotacao de +90°.
Em geral, a multiplicagdo da matriz A pelo vector genérico & = (x1,z2) € IR? conduz ao vector

7= (—9, 1) pois
o8 A [2)-[ 2]

Geometricamente, o vector transformado § = (—z2, 21) pode ser visto como o resultado da rotacao
de Z = (x1,z2) de 90° no sentido positivo, tal como ilustra a fig. 2.

INao havendo perigo de confusdo quanto a base fixada, identificaremos um vector de IR™ com a matriz coluna
formada pelas suas componentes.
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+90%

Figura 2: Rotacao de +90° definida pela matriz A.

Deste modo, a matriz A define uma aplicacdo T’ de IR? para IR?, designada por rota¢do, que a
cada vector Z € IR? associa o vector § = A% € IR?. Simbolicamente, T' pode representar-se por

T: R® - R?
i — §=T(2) = Az

O vector § = T'(%) diz-se a imagem do vector Z por intermédio da transformagdo 7. Tendo em
conta (2), a rotacdo T pode ser, alternativamente, definida por

T: R? — R?
(z1,22) — T(x1,22) = (22, 21).

T diz-se uma transformacao linear dado que satisfaz as condigoes da definicao seguinte:

Definigao 1.1 Sejam E e F dois espagos vectoriais sobre o mesmo corpo K. Uma aplica¢do
T :FE — F diz-se uma transformagao (ou aplicag@o) linear de E em F se:

1. T(Z+9) =T(Z) + T(Y), quaisquer que sejam T,y € E;
2. T(\Z) = XT(Z), quaisquer que sejam T € E e A € K.

Por outras palavras, T' é uma transformacao linear de E em F se a imagem da soma de dois
vectores de E é igual & soma das imagens dos vectores e a imagem do produto de um vector de F
por um escalar coincide com o produto do escalar pela imagem do vector.

Quando se considera uma transformacao linear entre dois espacos vectoriais, admite-se que
estes tém o mesmo conjunto de escalares. De notar também que as duas condi¢oes da defini¢ao
anterior podem ser reunidas na condi¢ao

TG + ) = NT(@) + uT(),

para todos os vectores & e i de E e todos os escalares A e p de IK. De facto, esta dltima igualdade
é equivalente as anteriores podendo ser igualmente utilizada para definir transformacao linear.

Uma transformacao linear de £ em F' também se diz um homomorfismo. Em particular,
dir-se-4 um monomorfismo se é injectiva, um epiformismo se é sobrejectiva, um isomorfismo
se é bijectiva, um endomorfismo se F' = E e um automorfismo se é simultaneamente um
endoformismo e um isomorfismo.
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Exemplo 1.1 Comecemos por verificar que a rotacio T'(Z) = AZ vista acima é uma transformacao
linear. Com efeito, dados dois quaisquer vectores Z e ¥ pertencentes a IR? e um escalar arbitrdrio
A € IR, as propriedades da multiplicacao de matrizes permitem escrever

T(Z+y) =A@ +vy) = AT+ Ay =T(Z) + T(v)

T(A\Z) = A\E) = MAT = \T(3).

Mais geralmente, seja A uma matriz qualquer de tipo m X n e Z um vector de IR"™. A aplicacao
T :R" — IR™ definida por T(Z) = AZ é uma transformacio linear. A verificacdo resulta das
propriedades da multiplicacao de matrizes, tal como no caso da rotacao. m

Exemplo 1.2 Uma das transformacoes lineares mais simples é a fun¢ao f : IR — IR dada for
f(z) = ax, com a € IR. Esta funcio é representada geometricamente, num plano onde se fixou um
referencial cartesiano ortonormado, por uma recta que passa pela origem e tem declive a. Com
efeito, f é uma transformacao linear pois, para quaisquer z,y € IR e A € IR, tem-se

flx+y) =a(z+y) =ar +ay = f(z) + f(y)

f(Az) = a(Azx) = Max) = Af(z).
Por outro lado, ja a funcio quadratica f(z) = 22 (representada geometricamente por uma parabola)
ndo é uma transformacao linear pois, por exemplo, para x =1 e y = 1, tem-se f(1+1) = f(2) =
22=4de f(1)+ f(1) =12 +12 = 2. Assim,

FA+1)# (1) + £Q1),
e, portanto, a primeira condi¢ao da definicao 1.1 nao se verifica. m
Vejamos algumas propriedades das transformacoes lineares.

Proposigcao 1.1 Sejam E e F dois espagos vectoriais sobre o corpo IK e T uma transformagao
linear de E em F. Entdo vale o sequinte:

(a) T(6E) = 6}7, onde Og e Op designam respectivamente os vectores nulos de E e F.
(b) T(—%) =-T(¥), VZeFE
(¢) T(@—7) = T(3) - T(G), Vi.jeE.
(d) SeZ =Mty +---+ X0y, comTy,...,0, € Eel,...,\ € K, entdo
T(Z) =T+ + Xptp) = MT(01) + - + AT ().
Demonstragao Para provar (a) recorde-se que OxZ = Or para qualquer Z € E. Entdo, atendendo
a definicao de transformacao linear e de novo a igualdade anterior, tem-se
T(0g) = T(0xZ) = 0T (%) = OF.
A propriedade (b) é consequéncia de —# = (—1)Z. De facto, daqui segue-se que
T(-%) =T[(-1)7] = (-1)T(7) = -T(2),

atendendo a defini¢ao de transformacao linear.
Quanto a propriedade (c) tem-se, atendendo a que Z—¢ = Z+(—7), & definigdo de transformacao
linear e & propriedade (b):

T@E -y =TE+ (-9 =T@) +T(-9) = T(Z) - T(9).

Deixa-se a demonstracdo de (d) como exercicio. m
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Exemplo 1.3 Considere-se

T: R — R
(.’17171‘2) - T(‘Tlvm2) - (IQaI1)~

Para verificar que é uma transformacao linear realizam-se os seguintes passos:
1. Sejam # = (z1,22) e ¥ = (y1,y2) dois quaisquer vectores de IR?. Ento,

T@E+Y) =T [(z1,22) + (¥1,¥2)] = T(z1 + y1, 22 + y2) = (z2 + y2,z1 + 1)
= (z2,21) + (y2,91) = T(21,22) + T(y1,9y2) = T(Z) + T(¥),

sendo a 2* e 3* igualdades devidas & operacao de adicao de vectores e as restantes justificadas
pelas definicoes de &, i e T. Deste modo, verifica-se a primeira condicao da definicao 1.1.

2. Sejam Z = (1, 22) € IR* e A € R. Entdo,

T(AZ) =T [Mzy,z2)] = T(Azq, A\x2)
= (Azo, Ax1) = Mz2, 1) = AT (21, 2) = NT(2),

sendo as igualdades justificadas exactamente como no procedimento anterior, ficando assim
satisfeita a segunda condic¢ao da definicao 1.1.

A

Q=T(X) A%, %)

. P=X=(X,%)

>
% X

Figura 3: Reflexao.

Para interpretar geometricamente a transformacao 7" observe-se a figura 3 que sugere a simetria
dos vectores (z1,x2) e (z2, 1) relativamente a bissectriz dos quadrantes impares. Sejam P e ) as
extremidades dos vectores (z1,z2) e (x2,z1), respectivamente. O ponto médio do segmento [PQ)]

tem a forma (%, %) pertencendo, portanto, & referida bissectriz. Simultaneamente, [PQ)]

é perpendicular a esta recta, pois sendo
—
PQ =T(x1,22) — (z1,22) = (2 — 1,21 — T2)
e (1,1) um vector com a direc¢io daquela bissectriz, tem-se
—
PQ|(1,1) = (we — 1,21 —x2)| (1,1) = 0.
Assim, é natural dizer que T' é uma reflexdo.

Vejamos agora se, a semelhanca da transformacao rotacao, é possivel representar matricialmente
a reflexdo T. A resposta é afirmativa pois:
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3. O vector (z1,z2) pode escreve-se na forma
(x1,22) = 21(1,0) + 22(0,1)
donde, pela alinea (d) da proposicéo 1.1,
T(z1,22) = 21T(1,0) + 22T(0, 1), (3)
ou seja,
(z2,21) = 21(0,1) + z2(1,0).

2. Esta igualdade escreve-se matricialmente na forma

HE N

pelo que equivale ao seguinte produto matricial:
0 1 x| | x2
10 o | | x|

. . 1 . . . ~
Assim, a matriz Ap = [ (1) 0 ] permite definir alternativamente a reflexao T por

T(Z) = Ar 7, VZ € IR?.

Supondo fixada em IR? a base canénica & = (1,0) e & = (0,1), da igualdade (3) conclui-se
que as colunas da matriz A sdo, respectivamente, as imagens de €7 e €5 por meio de T' expressas
naquela base. Efectivamente, tem-se T'(€1) = (0,1) = €» e T'(é3) = (1,0) = &, pelo que a 1* coluna
de A7 contém as coordenadas de €5 e, a 2* coluna, as coordenadas de €;. A matriz A diz-se a
matriz representativa de T relativamente a base fixada em IR>. m

Exemplo 1.4 Seja T : IR® — IR? a funcio dada por
T(xy,w9,73) = (T1,23).
Para verificar que T é linear sejam (z1,x2,3) e (y1,¥2,y3) quaisquer vectores de R3>e )X € R
Entao, de forma andloga & do exemplo 1.3, tem-se
T [(z1,22,23) + (y1,92,¥3)] = T(@1 + Y1, 2 + Y2, 23 + y3)
= (v1 +y1,73 +y3) = (v1,23) + (y1,93)
=T(z1,22,23) + T(y1,Y2,Y3)-

T Mz, 22, 3)] = T(Ax1, Axo, A3)
= ()\.’131, )\.’Eg) = )\(Il,.’xg)
= )\T(.’El, Zo, .’173).

Supondo fixadas em IR® e IR? as respectivas bases canénicas, tal como foi sugerido no exemplo
anterior e serd provado no teorema 1.1, para obter a representacao matricial de T bastard calcular
T(é1) =T7(1,0,0) = (1,0), T(€2) = T(0,1,0) = (0,0) e T'(é3) = T(0,0,1) = (0,1) e considerar a

1 00

00 11 De facto, para qualquer

matriz de tipo 2 x 3 formada por estas imagens, isto é, Ap =
@ = (x1, x2,x3) , verifica-se que T'(Z) = ArZ pois
Z1
- 10 00 A
ATx_[l 0 1} xz _[ ].

Z
X3 3
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Exemplo 1.5 Considere-se a transformacio T : R" — IR" tal que T'(Z) = ¢Z, onde ¢ é uma cons-
tante real. Trata-se de uma transformacao linear que, no caso de ¢ = 0, se diz a transformacao
nula de IR"™ em IR" e é representada matricialmente pela matriz nula. Caso ¢ = 1, obtém-se a
transformacao identidade em IR", que é representada matricialmente pela matriz identidade
de ordem n, I, visto que T(%¥) = Z < T(¥) = [,Z. m

Exemplo 1.6 Seja P, o espago vectorial dos polinémios de grau menor ou igual a n e S, =
{1,z,2%,...,2"} a sua base canénica. Considere-se, em particular, a transformacio D : P3 — P
(designada por operador de derivacdo) que a cada polinémio

p(z) = ap + a1z + asx?® + asx® € P
faz corresponder a sua derivada

_

. (z) = a1 + 2a9z + 3agz? € Ps.

D(p)
D é uma transformagao linear pois, dados p(z) = ag+a1x+asz?®+aszz?, q(x) = bo+b1x+bow?+bgz3
e \ escalar, tem-se
D(p+q) = D(p) + D(q)

D(Ap) = AD(p).

De facto, estas igualdades deduzem-se com facilidade, atendendo a que a derivada da soma é a
soma das derivadas e que a derivada do produto de uma constante por uma funcgéao é o produto da
constante pela derivada da funcao.

Para obter a matriz representativa de D, vamos exprimir na base S3 = {1, z, #2, 23} as imagens
dos elementos de S5 por meio de D. Tem-se entao

D1)=0=0x1+0xz+0x2%2+0xa?,
D(x)=1=1x1+0x2+0xz?+0x a3,
D(?) =22 =0x1+2xz+0x22+0x 23,
D(?) =322 =0x1+0xz+32%+0xa?

e, portanto, D pode ser representada matricialmente por
0
Ap =

o O oo
oo o
oo NN O
o w o

2

A matriz representativa de D comporta toda a informacdo que é essencial para determinar os
coeficientes da derivada de qualquer polinémio de Ps e, consequentemente, essa mesma derivada.
De facto, obtém-se os coeficientes da derivada dum polinémio p(z) = ag + a12 + asx? + azz?®
multiplicando a matriz Ap pelos coeficientes de p(z) :

ao 01 00 aop ai
al o 0 0 2 0 al o 2@2

Aol o 1 =10 00 3| | a || a5 | ™
as 0 0 0 O as 0

Vimos, no exemplo 1.1 acima, que qualquer matriz de elementos reais define uma transfor-
macao linear. Nos restantes exemplos, mesmo quando as transformacoes lineares nao foram dadas
matricialmente, foram determinadas matrizes representativas. A questao que naturalmente se poe,
é a de saber se qualquer transformacao linear de um espaco vectorial para outro tem uma repre-
sentacao matricial. A resposta é afirmativa no caso dos espagos vectoriais de dimensao finita como
se mostra no resultado seguinte.
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Teorema 1.1 Sejam E e F espagos vectoriais de dimensao finita. Suponham-se fixradas em E e
em F as bases ordenadas® {€1,é,...,E,} e {fi,fg, .. .,fm}, respectivamente, e seja T : E — F
uma transformacao linear.

Entao, a imagem § = T(Z) € F de qualquer vector & € E obtém-se por

U1 z1

. . Y2 T2

Yy = Al‘ = - A )
Ym Tn

em que:

e A é uma matriz do tipo m X n e as suas colunas sao, respectivamente, as coordenadas dos
vectores T(€1), T(€2),..., T(€n) relativamente & base {f1, fa, ..., fm} de F;

® X1,Ty,...,Ty SA0 as coordenadas de X relativamente & base fixada em E, isto é, ¥ = x1€] +
T2€3 + -+ + Tn€h;

® Y1,Y2,...,Ym SG0 as coordenadas de y relativamente a base firada em F, isto é, yj = ylfl +
y2f2 +ee ymfm

A matriz A é dnica e diz-se a matriz representativa de T relativamente as bases fixadas
em E eem F.

Demonstragao Dado que T é uma transformacao linear tem-se

T(Z) = T(z1€1+ z2€a+ -+ xp€p)
= 0, T(&)) + 22T (E) + - - - + 2, T(E,), (4)
ou seja, T(#) é uma combinagdo linear das imagens dos vectores da base {€},€s,...,€,} de E.
Ora, estas imagens representam-se na base {f1, fo,..., fm} de F por

T(&) =anifi +asifo+ -+ amifm, Yi=1,...n

ou matricialmente por

aiq
. ag;
T(e;) =
Amg
Entéao, por (4), T(Z) pode escrever-se na forma
ail ai2 QA1in
~ agy a2 a2n
T(Z) = x4 + 9 . + otz
am1 am?2 Amn

1171 + @12T2 + - - - + A1 Ty
2171 + Q22%T2 + - - - + A2 Ty

Am1%1 + Gm2T2 + -+ - + QmnTn

2Suporemos aqui que os vectores das bases de E e F obedecem a uma ordenacao pré-fixada.
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Note-se que as linhas desta ultima matriz sdo exactamente as coordenadas de T(Z) na base
{f1, f2,---, fm} inicialmente fixada em F. Designando T(Z) por ¥ e aquelas coordenadas por
Y1,Y2, - - -, Ym , Obtém-se de (5)

Y1 a11 a2 A1n T
Y2 az; a2 a2n, T2

= . s
Ym Am1  Am2 o Gmn Tn

ou seja, ¥ = AT em que A designa, como se enunciou, a matriz cujas colunas sdo as imagens por
meio de T dos vectores da base fixada em E. Visto que estas imagens se escrevem de maneira
unica em funcao dos vectores da base de F, conclui-se que A é a unica matriz que representa T’
nas bases ordenadas fixadasem EFe F. m

Exemplo 1.7 Seja T' : R? — R? a transformacdo definida por T(x1, 72, 23) = (22,71 + 23) €
suponha-se fixada em IR® a base canénica {€}, &, és} ={(1,0,0), (0,1,0), (0,0,1)} e em IR? a base
{1, 2} = {(1,0), (1,1)}. Para obter a matriz representativa de T h4 que sucessivamente calcular:

T(1) = T(1,0,0) = (0,1) = —1f; + 1fa;
T(AQ) = T(O’ 1’0) = (170) - 1f1 + 0]?25
T(&3) = T(0,0,1) = (0,1) = —1f; + 1fs.

Dispondo nas colunas de uma matriz as coordenadas de T(&;), T(;) e T(é3) na base {f1, fa},
obtém-se a matriz que representa 1" nas bases fixadas:

-1 1 -1
1 0 1

Por outro lado, se em IR? a base fixada tivesse sido a base canénica formada pelos vectores
€1 = (1,0) e ,é = (0,1), a transformagao T seria representada pela matriz

0 1 0
10 1]’
pois T'(€1) = €z, T(€z) = €1 e T(€3) = é>. m

Exemplo 1.8 Suponha-se de novo a reflexéio T : IR? — IR? dada por T(x1,22) = (x2,21). Ora ja
se viu que estando fixada em IR? a base canénica, a matriz que representa T &

0 1
1 0’
pois T(¢1) = T(1,0) = (0,1) = & e T(&) = €. Suponha-se, por outro lado, fixada em IR? a base

{fl, fg} com fi = (I,1) e fo= (=1,1). Para obter a matriz de T' na nova base hd que determinar
T(f1) e T(f2) e exprimir estes vectores naquela base. Entdo, como

(f1)
(f2)

T(fi)=T1,1)=(1,1)=1f; +0fs e
T(f2) =T(-1,1) = (1,-1) =0f1 — 1f3,

tem-se que a representagdo matricial de T' na base { fl, fg} é [ é 701 } . W
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1.1 A Composicao de Transformacgoes Lineares e o Produto Matricial

Consideremos agora duas transformacoes lineares T': E — F e S : F — (G entre espagos vectoriais
de dimenséo finita. A composigao de S com T é a transformacao S o T definida por

(SoT) (&) =S (T(F)), VieE.

Vimos no teorema anterior que a cada transformacao linear estd associada a matriz que a repre-
senta relativamente as bases consideradas. Observemos agora que a composicao de transformagoes
lineares estd associada ao produto das matrizes que representam aquelas transformagcoes nas bases
consideradas.

Proposigao 1.2 Sejam E,F e G espacos vectoriais sobre o mesmo corpo e designemos respec-
tivamente por Ar e Ag as matrizes que representam as transformacoes lineares T : E — F e
S : F — G relativamente a bases fixadas em E, F e G. Entdo, a matriz Agor que representa SoT,
relativamente as mesmas bases, é o produto de Ag por Ar, isto é, Asor = AgAr.

Demonstracao Provemos primeiro que S o T' é uma transformacao linear. Com efeito, para
quaisquer &,y € F tem-se

(SoT) (#+) = S (T(F+7)) = S (T() + T()
=8(T() + ST (@) =(SeT) (&) + (SoT) (Y)

Por outro lado, para qualquer & € E e todos os escalares A tem-se
(SoT) (M) =S(T(A\E)) =S (A\T'(Z)) = AS(T(Z)) =X (SoT)(Z),

e, portanto, S o T é uma transformacao linear.
Considerando fixadas bases em E, F' e G, tem-se, atendendo & defini¢ao de S oT e ao teorema
anterior:
(SoT) (%) =S (T(Z)) =S (ArZ) = AsAr@, VZ€E.

Visto que a representagao matricial de uma transformagao linear é tnica, resulta destas igualdades
que Agor = AgAr, tendo em conta que S o T é linear. W

Exemplo 1.9 Consideremos duas transformacdes lineares T : R> — R® e S : IR®* — IR? repre-
sentadas, relativamente as bases canénicas de IR? e IR3, por

01
AT: 0 1 eAS_|:§(1)é:|
11

Tem-se entio que a matriz representativa de S o T : IR? — IR? & dada por
01
2 01 1 3
AS°T—A3AT—{1 1 o} - _[0 2]'

Consequentemente, (S o T) (z1,z2) = (21 + 3z2, 222).
Por outro lado, a matriz representativa de T'o S : R® — IR? é
0 1 1 10
Aros = Apdg = | 0 1 [T?H_ 11 0],
11 3 1 1

donde (T 0 S) (z1, z2,x3) = (x1 + T2, ®1 + 22, 321 + T2 + 23). W
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1.2 Mudancga de Base

SejaT : E — E um endomorfismo do espaco vectorial E' de dimensao finita. Quando neste espaco se
efectua uma mudanca de base, cada vector de E passa a ser representado por coordenadas distintas
das iniciais. Estamos agora interessados em estudar a alteracao provocada por uma mudanga de
base na matriz representativa do endomorfismo 7. Comecemos com um exemplo ilustrativo.

Exemplo 1.10 Seja E um espago vectorial de base {€,é5,€5} e T : E — E uma transformacao
linear cuja representacao relativamente a base indicada é

-1 0 -2
A= 0 0 1
0 -1 0

Considerando o sistema de vectores { f} fé, fg}, em que

pretende-se:
(a) Mostrar que {fl, f; f;;,} ¢ uma nova base de E.
(b) Determinar a matriz associada a T' na nova base.
Para ver (a) basta verificar que ﬁ, f; e f;;, sdo linearmente independentes. Ora, Ay fl + A2 fg +

A3 f3 — 0y equivale a
A (81 + &) + X (—€1 — &) + A3 (€1 +263) = O
3

()\1 — )Xo+ )\3)51 + \és + (7)\2 -+ 2)\3)53 = 6E

Como €7, € e €3 sao linearmente independentes, a tltima igualdade equivale a

A=A+ A3=0 A =0
A =0 = A =0 s
—A2+2X3=0 A3 =0

pelo que fl, fé e f;;, sao linearmente independentes.
Passemos & resolugao de (b) Como

(e1+2€) (—5,2,0),

f3) =
as expressoes de T(fl), T(f: ) e T(f) na base {fl, fg, f3} obtém-se por:

S . . A=A+ A3 =-1 A =0
Mfi+Afo+Asfs =(-1,0,-1) < A1 =0 = Ao=1,

—Xo 4+ 2X3 = —1 A3 =0

. S . A=A+ A3=3 A o=-1

AMfi+Xefa+Asfs = (3,-1,0) < Ar=-1 =4 A=—4

X +2X3=0 A3 = —8

e

R . R A — X+ A3=-5 A =2

Mf1+Xafo+ A3fs = (*5,2,0) = A =2 = Ao =14

A2 +2X3=0 A3 =T
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Consequentemente, a matriz associada a T na nova base é

0 -1 2
B=|1 -4 14 |.m
0 -8 7

Podemos agora perguntar se existe alguma relagdo entre entre as matrizes A e B do exemplo
anterior. Efectivamente, A e B sao matrizes semelhantes, isto é, existe uma matriz P, invertivel,
tal que B = P~1AP.

Antes de justificar esta afirmacao, vejamos como pode P ser obtida. Considerando as igualdades
(6) dadas no enunciado para relacionar as bases { ﬁ, fé, fg} e {€1, €s, €3}, podemos escrever

L 1 -1 1
[ fi fo fal=lé €& e ]| 1 0 0. (7)
0 -1 2

A mencionada matriz P é precisamente a matriz que se encontra mais a direita nesta igualdade e
diz-se a matriz de mudanca de base, isto é,

1 -1 1
P=]1 0 O
0 -1 2

Note-se que a matriz P é invertivel. Com efeito, as 1%, 2* e 3" colunas de P sdo formadas,
respectivamente, pelas coordenadas de fl, f2 e f3 na base { €1, €a,€3}. Deste modo, as colunas de
P sao linearmente independentes se e sé se fl, f2 e f3 também o forem. Dado que estes vectores
sao linearmente independentes, conclui-se que o mesmo acontece com as colunas de P, pelo que
esta matriz é invertivel.

Além disto, supondo que Z se exprime na base {€1, €2, €3} por & = x1€] + x262 + x3€3, podemos
escrever esta igualdade na forma matricial do seguinte modo:

T

= [ 51 52 53 ] xTo

z3

Logo, por (7), concluimos que
1 x}
. S . S

i=|f B B|P e |=[A R ]|
T3 x4

ou, mais sucintamente,
i=|fi b B|PTX=|A B f|X
onde X e X’ designam as matrizes coluna correspondentes as coordenadas de Z nas bases {€}, €2, €3}
e {f1, f2, f3}, respectivamente. Deduz-se assim que
X' =P 'X & X =PX/, (8)

exprimindo estas igualdades a relagdo existente entre as coordenadas de & em cada uma daquelas
bases.
Generalizando para vectores com um qualquer nimero finito de coordenadas, podemos enunciar:

Proposicao 1.3 Se{e,.... e} e{f1,..., fu} sao duas bases de um espago vectorial de dimensdo
finita e P é a matriz de mudanga de base, entdo as matrizes coluna X e X', que representam um
mesmo vector T em cada uma das bases, estio relacionadas por X = PX'.
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Passamos agora a justificar o que afirmdmos atrds: as matrizes A e B do exemplo 1.10 sao
semelhantes.

Supondo fixada em E a base {€, €, €3}, a transformacdo T pode escrever-se matricialmente
na forma

Y = AX, 9)

onde X é a matriz coluna que representa, naquela base, um dado vector 2: € E e Y representa a
correspondente imagem, na mesma base. Se a base de F passar a ser { fl, fg, fg} a transformacao

T passar-se-a a representar por
Y' = BX', (10)

onde X’ e Y’ sdo, respectivamente, as expressoes de X e Y na nova base. Sendo P a matriz de
mudanga de base temos, por (8), que Y’ = P~1Y e X = PX’. Utilizando estas igualdades e (9),
obtemos

Y' =P 'Y = P'AX = (PT'AP) X'.
Comparando esta expressdao com (10), conclui-se que

B=P AP,

isto é, as matrizes que representam 7' nas bases { ﬁ, fé, fg} e {€1, €3, €3} sdo semelhantes.
No caso do exemplo 1.10, o leitor pode facilmente verificar que a inversa da matriz de mudanca
de base P obtida em (7) é
0 1 0
Pl=1-2 21
-1 1 1

e que P7'AP = B.
Todas as deducgoes feitas sao evidentemente vilidas num espaco vectorial de dimensao finita,
pelo que podemos enunciar:

Proposigao 1.4 Seja E um espaco vectorial de dimensao finita. Um endomorfismoT : E — E é
representado em bases diferentes por matrizes semelhantes.

2 Nicleo e Imagem de uma Transformacgao Linear

Seja T : E — F uma transformacio linear. Associados a T consideram-se habitualmente dois
subconjuntos, um do espago vectorial de partida, E, e o outro do espago vectorial de chegada, F.
O primeiro é o conjunto do vectores de E que sdo aplicados no vector nulo Op de F , designado
por espago nulo de T ou micleo de T e representado habitualmente por Nuc(T) (ou Ker(T)?).
Tem-se assim,

Nuc(T) = {f € E:T(F) = GF} .

O segundo subconjunto mencionado, é o conjunto das imagens de E por meio de T, designa-se
por imagem de T ou contradominio de T, representa-se por T(E) e, formalmente, é dado por

TE)={T(@) e F:Ze€E}={yeF:3 e E:y=T(Z)}.

Sendo A a matriz representativa de T, é imediato verificar que Nuc(T") coincide com o espago nulo
da matriz A e que T'(E) nao é mais do que o espago das colunas da mesma matriz (recordem-se as
secgoes 4.5 e 4.6 do volume I. Consequentemente, o seguinte resultado é vélido:

Proposigao 2.1 Seja T : E — F wma transformagao linear. Entdo, o nicleo de T e a imagem
de T sao subespagos vectoriais de E e F, respectivamente.

3 Abreviatura da palavra inglesa kernel.
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Exemplo 2.1 Considere-se a transformacio linear T : IR> — IR? definida por
T(x1,x2,23) = (z2, 21 + x3).
Tem-se
Nuc(T) = {(z1,z9,23) € R® : T(21, 22, 23) = (0,0)}
= {(z1,29,23) € R®: (z9,21 + x3) = (0,0)},

donde os vectores do niicleo de T verificam o sistema de equagoes

.’EQZO PN .’EQZO
1 +23=0 T1 = —T3

constituido pelos vectores de IR® da forma (—x3,0,23) = z3(—1,0,1), ou seja,

Assim, Nuc(T) é
1,0,1)).

Nue(T) = (-
Para obter

T(]R?’) ={(y1,92) € R?: Nz, z2,x3) : T(x1,22,23) = (Y1,Y2)}

basta ver para que vectores (y1,y2) € IR? é possivel o sistema

T2 =11
T = &
(z1,22,23) = (y1,Y2) { @1 + 23 = U

Escrevendo a matriz ampliada deste sistema e calculando a respectiva caracteristica (para o que é
suficiente efectuar uma troca de linhas) obtém-se

0 | m 101 | w

. )
1 | u 010 | wn
Como a caracteristica da matriz dos coeficientes iguala a da matriz ampliada, conclui-se que o
sistema é sempre possivel, qualquer que seja o vector (y1,%2) € IR%. Consequentemente, T(IR®) =
IR?. Finalmente, o conjunto {(0,1), (1,0)} constitui uma base de T(IR?), visto que é formado pelas

colunas da matriz representativa de T' homélogas das que contém os redutores da matriz em escada.
]

0 1
1 0

Observe-se que no exemplo anterior é vilida a igualdade
dim Nuc(T) + dim T(R?) = 1 + 2 = dim IR?,

isto é, a soma das dimensoes do nicleo de T e da imagem de T iguala a dimensao do espago de
partida. O resultado seguinte estabelece que aquela igualdade é vilida em geral.

Teorema 2.1 Seja E um espaco vectorial de dimensdo finita e T : E — F uma transformagao
linear. Entao,
dim Nuc(T) + dimT(E) = dim E.

Demonstragao Seja n =dim E e €1, ..., €, uma base para Nuc(T'), donde k = dim Nuc(T) < n.
Pelo teorema 2.4 (pdg. 59) de [4], aqueles elementos s@o parte de uma certa base de E, por exemplo,

€1y €Ly Chtly. -y Ehtr (11)
onde k + r = n. Vamos demonstrar que os r elementos

T(Ess1), - T(Ensr) (12)
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formam uma base de T(F). Ficard assim demonstrado que dimT(F) = r e visto que k + r = n,
fica igualmente provado o teorema.

Vejamos primeiro que os r elementos (12) geram T'(E). Para tal, seja ¢ € T(E). Entdo, existe
Z € E tal que § = T(Z). Dado que

Z=Me1+ -+ A€k + App1€k41 + -+ Mepr€hgrs

tem-se
k k+r k+r
J=T@) =Y NT@E)+ Y, NT@E) = > NT(@),
i=1 i=k+1 i=k+1
atendendo a que T é uma transformacio linear e ao facto de T'(&) = - -- = T(é) = O, Isto prova

que os 7 elementos de (12) geram T'(E).
Provemos finalmente a independéncia linear destes vectores. Suponhamos que existem escalares
Ak41, - -y Mpr talS que

k+r
> ANT(&) =0p.
i=k+1
Entao, pela linearidade de T,
k+r
T( > Aé) =0r
i=k+1
pelo que o vector & = Agr1€kt1+ -+ Agir€rar € Nuc(T). Logo, existem escalares Ap, ..., A tais
que ¥ = \i€] + -+ - + A€k e, portanto,
k+r
F-T=) Né&— > M\é=0g
i=1 i=k+1
Dado que os vectores (11) sdo linearmente independentes, os escalares \;, i = 1, ..., k+r, sdo nulos

e, assim, os  elementos considerados em (12) s@o linearmente independentes. W

Exercicio 2.1 Supondo fixada em IR? a base canénica, determinar o nicleo e a imagem da trans-
formacao linear T : IR® — IR® definida por T(zy, z9, x3) = (—2x1, x5 + =3, 21).

Resolucao Bastara determinar os espacos nulo e das colunas da matriz representativa de T'. Esta
dltima é a matriz

—2.0 0
A=| 0 1 1],
100

pois T'(1,0,0) = (-2,0,1), 7(0,1,0) = (0,1,0) e T(0,0,1) = (0,1, 0). Para obter o espago nulo é

necessdrio resolver o sistema AZ = 6, procedendo-se como segue:
-2 0 0] O -2 0 0] O
0110 — 01 1|0
1 00| O %L1 + L3 0 00| O
100 | O
1
2_L)1 01110
000 ] O

Assim, A7 = 0 é quivalente a
xr1 = 0 xr1 = 0
{$2+I3_0 <:>{;1;2_;1;3 ’
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donde Nuc(T') = {(0, —x3,z3) : z3 € R} = ((0,—1,1)).
Para obter o espaco imagem T(IR®) é necessario determinar os vectores § = (y1,¥2,¥3), para
0s quais o sistema AZ = g é possivel, prodecendo-se do seguinte modo:

-2 0 0 | wn -2 0 0 | ()
01 1 | y — 01 1 | Yo
100 | ys | $L1+Ls 000 | u1+uys

Assim, aquele sistema é possivel se e s6 se

1
SY1 T s =0y =—2ys,
donde os vectores de T(IR?) sio da forma (—2ys, y2,%3) = y2(0,1,0)+y3(—2,0,1), ou seja, T(R?) =
((0,1,0),(—2,0,1)}) . Visto que os vectores geradores de T(IR®) sio linearmente independentes
tem-se dim T(R?) = 2.

Como nao podia deixar de ser, verifica-se que

dim Nuc(T) + dim T(R?) = dim R*. m

3 Inversa de uma Transformagao Linear
Considere-se a matriz

sen 6 cos

Ay — { cosf —senf ]
Fixada a base canénica em IR?, esta matriz define a transformacéo linear Ty : IR> — IR? dada,
para cada (z1,%2) € R?, por

To(x1,22) = (1 cos @ — zgsen B, z1 sen § + x5 cos b).

Ty pode ser interpretada geometricamente como uma rotagao dos vectores do plano de 8 radianos.
Com efeito, é facil verificar analiticamente que 6 é o angulo formado pelo vector (z1,x2) e pela sua
imagem Ty(x1,z2), 0 que justifica a interpretacdo geométrica dada (recorde-se a matriz (1) que foi
interpretada geometricamente como uma rotacao de 90 ° no plano; trata-se de um caso particular
de Ay visto que coincide com A /2).

A
Y
y=
Yo | ] Y, = X,sen0 +X,cos0
' 0
X
] I N— x =X

X2

Y, = X'lsene = X,cos8 X, >

Figura 4: Rotacao de 6 rad e a sua inversa

Na figura 4, a imagem (y1,y2) = T(z1,22) pode ser entendida como o resultado da rotagéo do
vector (z1,x2). E natural portanto a pergunta: existe uma transformagio “contraria” que reponha
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a situagdo inicial, isto é, que permita obter (z1,x2) a partir de (y1,y2)? Intuitivamente, conclui-se
de imediato que a transformagao procurada é a rotacao de —6 radianos. Esta transformagao diz-se
a transformacao inversa de Ty e representa-se por T}, 1 Por analogia com Ag, a matriz que a
define é dada por:

A= | os(=0) —sen(—e>]_[ cosf sene}.

sen (—0) cos (—6) —senf cosf

Note-se que A_y é a matriz inversa de Ay, pois AgA_y = Is, como pode ser facilmente verificado.
Este facto revela o paralelismo existente entre a operacao de inversao de matrizes e a operacgao de
inversao de transformacoes lineares.

Para melhor precisarmos as nogoes anteriores, consideremos a transformagao linear

T:E—T(E)CF

Diremos que T é uma transformacao invertivel se T' é injectiva, isto &, se transforma elementos
distintos de E' em elementos distintos de F. Equivale a afirmar que, para Z,y € E, se & # i entao
T(Z) # T(y), ou, 0 que é 0 mesmo,

Vi, je B, T(@) =T =7 =7

Refira-se também que T : E — F & sobrejectiva se T(E) = F, pois, assim, qualquer elemento do
conjunto de chegada é imagem de um elemento do conjunto de partida. Uma tranformacao linear
simultaneamente injectiva (monoformismo) e sobrejectiva (epimorfismo) é bijectiva (isomorfismo).

O resultado seguinte permite caracterizar as transformacoes invertiveis de diversas formas,
decorrendo dai o seu interesse.

Proposicao 3.1 Sejam E e F espacos vectoriais de dimensao finita e T : E — T(E) C F uma
transformacao linear. Entao, as sequintes afirmacgdes sao equivalentes:

(a) T é invertivel;
(b) A transformagao inversa 7! : T(E) C F — E definida por T-}T(Z)] = #, VZ € E, &
uma transformacao linear;

(c) Nuc(T) = {0z}, isto é, o micleo de T reduz-se ao vector nulo de F;

(d) T transforma vectores linearmente independentes de E em vectores linearmente independentes
de F, isto é, se Uy, Ua, . . ., U, 880 vectores linearmente independentes de E entdo T'(v1), T'(U2),
..., T(¥p) sao vectores linearmente independentes de F'.

Demonstragao Provar-se-a sucessivamente (a)= (b)= (c)= (d)= (a).

(a) = (b) Em primeiro lugar, é necessério verificar que 71 ¢ uma aplicagio. Com efeito, dado
@ € T(E), existe um e um s6 & € F tal que T(Z) = . Isto porque, atendendo & injectividade
de T, é absurdo supor a existéncia de dois vectores Z e ¥ tais que Z # g e T(Z) = T(y) = 4.
Por conseguinte, 7! é uma aplicacéo.

Para verificar que T~ ¢é linear, sejam @, v € T(E) e \, u escalares. Assim, existem Z,7 € F
tais que 4 = T(Z) e ¥ = T'(¥). Entéo,

T (N + pd) = T~H (AT (Z) + pT(§) = T (T(AZ + 1))
=X+ pg = AT~H(@) + pT~(9),

tendo em conta que T é linear e que T~(@) = T T(Z)] = T e T-Y¥) = T HT(¥)] = ¥,
por definicio de T—!. Fica assim provado que T—! é uma transformacio linear.
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(b) = (c) Seja & € E tal que T(#) = Op. Aplicando 7! a ambos os membros, obtém-se
#=T71(0F). Como por hipétese T~! & uma transformacio linear, tem-se

—

T=Y0p)=T7%0-0p) =0-T"4(0p) = 0g,
pelo que 7 = 0. Consequentemente, Nuc(T') = { 0 B}

(c) = (d) Queremos provar que T'(¢;),T(?2),...,T(¥,) sdo linearmente independentes. Ora,

p P p
Z}\iT(ﬁi) = 6F =T (Z )\1172) = 6F = Z)\i’ﬁi = 6}5,
=1 =1 =1

pois Nuc(T) = {0g}. Como, por hipétese, @y, 7a,...,7, sdo linearmente independentes,
segue-se que Aj, Ag, ..., A\, = 0. Consequentemente, T'(¢;), T'(¥2), ..., T(7,) sdo linearmente
independentes.

(d) = (a) Ha que provar que T é injectiva, isto &, que T(Z) = T(¥) = & = ¢,VZ,y € E. Dado
que T é de dimensao finita, pode supor-se, sem perda de generalidade, que {€1,€5,...,€,} €
uma base de E. Entao, sejam & = A€ + a2 + -+ Apé€p € ¥ = 11 €1 + o + -+ - + 1, €n
vectores de F tais que T'(Z) = T(¥). Esta igualdade equivale a

T ( Y Ai€i> =T (iuléz)
i=1 i=1

ou ainda, tendo em conta que 7' é linear, a

(\i — ;) T (&) = Op. (13)

i=1
Como €1, és, . .., €, sio linearmente independentes, resulta da hipétese que T'(€1), T(€s), .. .,
T(é,) sdo também independentes. Entéo, de (13) conclui-se que Ay — i1, A2 — g, - -« s Ap—

sao todos nulos e, portanto, £ = g, como se queria provar. B

Por 1ltimo, é estabelecido formalmente o paralelismo entre transformacoes inversas e matrizes
inversas.

Proposigao 3.2 Sejam E e F espagos vectoriais da mesma dimensao el : E — F uma trans-
formacgao linear invertivel representada matricialmente relativamente a certas bases de E e F pela

matriz quadrada Ar. Entdo, T é bijectiva e a transformacdo inversa T~ é representada matri-
. . N . S . 2 -1
cialmente relativamente as referidas bases pela matriz inversa de Ar, isto é, Ap—1 = (Ar)™ .

Demonstragio Sendo T injectiva tem-se que dimNuc(T) = Og. Da igualdade dim Nuc(T)+
dimT(E) = n e do facto de F' ter a mesma dimenséo que E, resulta que T(E) = F. Assim, T é so-
brejectiva e, portanto, bijectiva. Da proposigéo 3.1-(b) segue-se entdo que ambas as transformagoes
lineares compostas T~' oT e T o T~! sdo representadas pela matriz identidade I,,, pois

(T7'oT) (&) =T 'T'(%) =%=1,% Vi€ E

(ToT™ ') (&) =TT (%) =2 = 1,7, Vi € F.

Por outro lado, seja Ap—1 a matriz quadrada que representa a transformacao linear inversa
T~ nas bases consideradas. Pela proposicio 1.2, Ap-1o7 = Ap-1Ar e Apop—1 = ApAp—1 donde,
Ap—1Ap = ApAp—1 = I, ou seja, Ap—1 é a matriz inversa de Ay. m
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Exemplo 3.1 Considere-se a transformacio linear 7 : IR®> — IR® cuja representacio matricial é

Ap =

O ==

1
1
1

e )

supondo fixada a base canénica em IR>

Pretende-se averiguar se T é bijectiva e, em caso afirmativo, obter a transformagao inversa.
Para resolver a primeira das questoes, é suficiente determinar o micleo e a imagem de 7. Com
efeito, para obter o nicleo efectuam-se as operagoes seguintes:

-1 1.0 | O . -1 10 | O
o1 o) Bt 01
-11 0 | O
— 021 | 0
—%LQ + L3 0 0 % | 0
Conclui-se entao que o sistema homogéneo T'(z1, 2, x3) = (0,0,0) é possivel e determinado, o que

implica que Nuc(T') = {(0,0,0)}, ou seja, T' é injectiva.
Para obter o subespaco imagem T’ (]R?’) efectuam-se os seguintes procedimentos:

-1 1 0 | Y1 N -1 1 0 | Y1
01 1 | us trae 01 1 | y3
-1 1 0 | Y1
— 02 1 | wptun
—1Ly+Ls 00 3 | ys—&fw

Assim, T(IR*) = IR® pois o sistema é sempre possivel, qualquer que seja 7 = (y1,¥2,%3) € R>.
Deste modo, T' é sobrejectiva e, dado que é injectiva, é bijectiva. Alids, este facto poderia ter sido
imediatamente concluido apds a verificagao da invertibilidade de T. Com efeito, sendo T invertivel
e representada por uma matriz quadrada fica garantido, pela proposicao 3.2, que T é bijectiva.

Finalmente, a determinacio da transformacao inversa T—! pode, portanto, fazer-se calculando
a matriz inversa de A, que é a matriz

0 1 -1
1 1 -1
-1 -1 2

Consequentemente, T~ !(z, xo, v3) = (21 — T2, T3 + T2 — 23, —T1 — T2 + 23), como facilmente se
verifica multiplicando (A7)™" por (z1,z2,23). ®

4 Exercicios Resolvidos

Verifique quais das aplicagoes sao lineares (considere C como um espago vectorial real):

(a) T: R? — IR?
($1,$27$3) — T($17$27$3) = (.%1,2.231 + .222)
(b) S: C - R!
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(c) ¢: IR? - R?
(x1,22) — @(z1,22) = (z1,22,k), Kk constante real.
Resolugao Em cada uma das alineas vamos proceder & verificagao das condigoes da defini¢ao
de transformacao linear.

(1a) Verificacio de 1: para quaisquer Z = (1,2, 23) € §¥ = (y1,¥2,y3) de R, tem-se

T(Z+y) =T (1,72, 23) + (Y1, 92,93))
=T(x1 +y1, 22 + Yo, 73 + ¥3)
= (21 +y1,2(z1 +y1) + (22 +y2))
= (21,221 + 22) + (1,201 + Y2)

(w1, 22,23) + T(y1,Y2,93)

(@) +T(Y).

T
=T

Verificagdo de 2: para quaisquer & = (21, %2, %3) € R? e )\ € IR, tem-se

T()\f) =T ()\(.%17 Z9, .233)) = T()\mh )\.%27 )\.%3)
= (Az1,2 21 + Az2) = A1, 221 + 22)
= NT'(z1, %2, 23) = AT (Z).

Logo T é linear.

(1b)Verificagdo de 1: para quaisquer z; = 1 + y1i € 29 = 2 + Yot de C, temos

S(z1 + 22) = S ((x1 + 1) + (z2 +y21)) = S ((z1 + 22) + (Y1 + y2)i)
= (21 + 22,21 + 22 +y1 +y2, —(y1 +y2), 21 + 22)
= (z1, 21 + Y1, —Y1, 1) + (22, B2 + Y2, —Y2, T2)
= S(z1 +y17) + S(z2 + y2) = S(z1) + S(22).

Verificagao de 2: para quaisquer z =z + yi € C e A € IR, temos

S(Az1) =8 (M(z1 +y11)) = S(Axy + Ayrd)
= (Az1, Az + Ay1, —Ay1, Awr) = M@, 21 + 1, —y1, 71)
= )\S(.Qfl + ylz’) = )\S(Zl)

Logo S é linear.

(1c) Dados & = (x1,x2) € ¥ = (y1,y2) de IR?, tem-se, por um lado,

e @Z+Y) = ¢l(z1,22) + (Y1,92)]
= @(x1+y1, 22 +y2) = (x1 +y1, 22 + 2, k);

por outro,

o(@) + o) = e, z2) + ©(y1,92)
= (z1,22,k) + (Y1,92, k) = (v1 + y1, 22 + 2, 2k).

Portanto ¢ verifica a condi¢ao 1 se e s6 se 2k = k < k = 0. Facilmente se vé também que
neste caso ¢ verifica a condicao 2. Logo ¢ ¢é linear se e s6 se k = 0.

Considere a transformacio linear T : IR* — IR? definida por
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(a) Determine a matriz representativa de T' supondo fixadas:
i. As bases canénicas tanto em IR® como em IR?;
ii. A base {(1,1,1),(0,1,1),(0,0,1)} em IR* e a base canénica em IR?.

(b) Classifique T quanto a injectividade e sobrejectividade e indique uma base para Nuc(T)
e a dimensdo de T(IR?).

Resolucgao

(a-i) Seja A7 a matriz de T considerando fixadas em IR? e IR® a base canénica. As colunas de
A s@o as coordenadas dos transformados T'(1,0,0), T(0,1,0) e T'(0,0, 1) na base candnica
de R?. Como

T(1,0,0) = (3,0) =3(1,0)+0(0,1),
1) e

T(0,1,0) = (1,2)=1(1,0)+2(0,
T(0,0,1) = (-2,2)=-2(1,0)+2(0,1),

tem-se

3 1 -2
Ar = [ 02 2 } '
(a-ii) Seja By a matriz de T supondo fixadas em IR? a base {(1,1,1), (0,1,1), (0,0,1)} e em

R? a base candnica. As colunas de Br sao as coordenadas dos transformados dos vectores
da base considerada em IR® expressos na base canénica de IR?. Como

T(1,1,1) = (2,4)=2(1,0)+4(0,1),
T(0,1,1) = (—1,4)=-1(1,0)+4(0,1) e
T(0,0,1) = (=2,2) =—2(1,0)+2(0,1),

conclui-se 5 1 o
Br = [ 142 } '
(b) Vamos obter o micleo de T :
Nuc(T) = {(z,y,2) : T(z,y,2) = (0,0)}.

Como

)

_ 3 +y—22=0 T=2z
T = 0.0.0) & { 3737570 o {072

tem-se Nuc(T') = {(z, —%,2) : z € R}. Assim, {(1,—1,1)} constitui uma base para Nuc(T) e
T ndo é injectiva, pois Nuc(T') # {(0,0,0)}.

Vamos agora obter o subespago imagem de 7. Ora,
T(IR?) = {(a,b) € R?: 3(x,y,2) € R®: T(x,y,2) = (a,b)}.

Para determinar os vectores (a,b) que tornam o sistema T'(z,y, z) = (a,b) possivel, vamos
transformar a respectiva matriz ampliada numa matriz em escada:

_ 3r+y—2z=a 1 -2 | a
T(m,y,z)(mb)@{ 2y+22:b g 0 2 ‘ b

Conclui-se assim que o sistema é sempre possivel qualquer que seja (a,b) € IR?, pelo que

T(R*) = IR?. Consequentemente, dim T'(IR*) = 2 e T é sobrejectiva, uma vez que T(IR?)
coincide com o conjunto de chegada.
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Considere o espago vectorial real My das matrizes reais de ordem 2 e o endomorfismo 7T :
My — M> definido por

T(X) = XA, sendoA—[(l) ?]

(a) Mostre que T' & uma transformagao linear.

(b) Determine a matriz representativa de T relativamente & base canénica de My :

1 0 01 0 0 0 0
I T R R R LR )S
(c) Caracterize Nuc(T) e T(Mz). T é um automorfismo?

Resolucao

(a) T é linear pois dadas quaisquer duas matrizes X,Y € My e um escalar arbitrario A €
IR, as propriedades da multiplicacao de matrizes garantem que as seguintes igualdades sao
verdadeiras:

T(X+Y)=(X+Y)A=XA+XB=T(X)+T(Y)

T(OAX) = (AX) A = X (XA) = AT(X).

(b) Efectuemos o cdlculo das imagens dos vectores da base canénica por meio de T :

neo - [3 8]0 2]-[5 3]
R THEDE
O HE R
CE I HE e

Consequentemente, a matriz representativa de T na base considerada é

10 00
21 00
0010
0 0 21

(c) O ntcleo de T é definido por

Nuc(T) = {X € My : T(X) = O}.

Como

a b 1 2 0 0
T(X)_O<:>XA—O<:>{C d}[o 1]_{0 0}

a 2a+b| |0 O

‘:’[c 20+d}_{0 0]

a= a=0

c=0 < c=0

2c+d=0 d=0
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B 0 0
- 0 0
teorema 2.1 sai entdo que dim T'(Mz) = 4, pelo que T (Mz) = Ms. Uma vez que T é injectiva
e sobrejectiva, T' é bijectiva, tratando-se, portanto, de um isomorfismo. Como também é um
endomorfismo, conclui-se que T é um automorfismo.

conclui-se que Nuc(T") , isto &, o ntcleo reduz-se ao vector nulo de M. Do

Relativamente as bases canénicas, determine as matrizes das transformagcoes lineares T oy e
poT, em que T e ¢ estao definidas no exercicio resolvido 1.

Resolugao Visto que 7'(1,0,0) = (1,2), 7(0,1,0) = (0,1) e T(0,0,1) = (0,0), conclui-se
que a matriz representativa de T, A, é dada por

100
AT—{Q 1 0}

Por outro lado, no caso da aplicagao ¢ é obrigatério que k = 0, pelo que a respectiva matriz
representativa é

10
A,= |0 1
00
Por conseguinte,
10
100 10
ATW_ATA@_[z 1 0} 0 1 _[2 1]
00
e
10 100
Apor = AyAr = | 0 1 [; ; 8]_ 210
00 00 0

Considere a transformacao linear T, : R? — IR? (1 parametro real) cuja representaco
matricial em relacio & base canénica de IR? é

0 1-p2
A#_[_4 - }

(a) Determine os valores de p para os quais T}, é injectiva.

b) Determine T1 IR2 D L, onde V éo subespago de IR2 representado eometricamente pelo
g
eixo dos zzx.

(c) Diga qual a matriz que representa Ty relativamente & base {(1,1), (—1,0)} de IR,

Resolucao

(a) T, é injectiva se e s6 se Nuc(T},) = {0} o que equivale a dizer que a tnica solu¢io do

sistema A,x = 0 é a solugao nula. Isto equivale ainda a dizer que a caracteristica de A, é 2,
ou seja,

0 1-p° 2

detAM;«AO@'_4 5 £004(1—p*) 40 p¢ {-1,1}

(b) Comecemos por calcular o subespaco T} (IR?) para

) C o
[ Z ] € IR? que tornam possivel o sistema A,z = Z ] Ora,

5

0
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)) (eixo dos

donde o sistema é possivel se e s6 se a = 0, tendo-se, p01s T, (IR?) 1
Ti(R?*) +V =

yy). Visto que V. = ((1,0)) (eixo dos zz), tem-se T1(R*) NV = {0}
((0,1),(1,0)) = R?, donde T} (R?) © V = R2.

(¢) A imagem de um vector genérico Z = (z1,23) € IR? por meio de T é dada por

N - 0 -3 T _ —3.222
e I | B S s

As colunas da matriz representativa de T relativamente a base {(1, 1), (—1,0)} séo as coorde-
nadas de T5(1,1) = (—3,1) e T5(—1,0) = (0,4) nessa base. A expressao de T(1,1) = (-3,1)
na base {(1,1), (—1,0)} obtém-se resolvendo o sistema

<(

V1= Y2 =~ 71 =1
1,1) + 1,0 )& &
71(1,1) +72(=1,0) = {7 -1 {72_4

Analogamente, para exprimir 75(—1,0) = (0,4) na base {(1,1),(—1,0)} resolve-se
7, =0 =4
111 1) +75(~1,0) = (0,4) & { Doy e { s

Assim, Ty é representada na base considerada pela matriz
1 4
4 4|

Considere a tranformacéo linear T : R* — IR® definida por T(z,y,2) = (2z,4x —y, 3y — 2).

(a) Determine a matriz representativa de T’ supondo fixadas em R? :
i. A base canodnica;
ii. A base {(1,0,1),(0,1,0),(0,—1,1)}.

(b) Mostre que as matrizes determinadas em (a) sdo semelhantes.

(¢) Mostre que T é invertivel e determine a sua inversa.

Resolucao

(a-i) Seja {€}, €, &3} a base canénica de IR. Como T(1,0,0) = (2,4,0), T(0,1,0) = (0, —1,3)
e T(0,0,1) = (0,0, —1), tem-se

2 0 0
Ar=1[T(1,0,0) T(0,1,0) T(0,0,1) | = 401 —;) (1)

(a-ii) Seja Br a matriz de T na base considerada. Designemos os elementos desta base por

f1, fo e f3, respectivamente. As colunas de By sdo as coordenadas dos transformados destes
vectores,

T(f1) =T(1,0,1) = (2,4, 1),
=T(0,1,0) = (0,~1,3) e
=T(0,-1,1) = (0,1, —4),

1) nesta base obtém-se de

. . . =2 pp =2
prfitpafe tpgfs =(2,4,-1) & po—pg=4 & po=1
g =1 3 = —3
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A expressao de T(f2) obtém-se de

. ., . pp =0 pp =0
pofi+ pofo+ psfs = (0,-1,3) & ¢ po—pg=—-1 < q ppy =2
py+ps =3 B3 =3

Finalmente, a expressao de T'( fg) na base considerada obtém-se de

. N . /‘1’1 = 0 /‘Ll = 0
pfi+ pofo+psfs = (0,1, —4) & ¢ g —pz =1 & q pp=-3
py +pz = —4 py = —4
Entao,
) ) 2.0 0
Br = [ T(f) T TG |=| 1 2 -3
-3 3 —4

(b) Pretende-se ver que Ar e By sdo matrizes semelhantes, isto é, que existe uma matriz
P, invertivel, tal que B = P~'AP. Continuando a representar respectivamente por fl, fg e
ﬁ, os elementos da base {(1,0,1),(0,1,0), (0, —1,1)}, tem-se que as relagdes entre esta base
e {€1, €z, €3} sdo as seguintes,

h=2
3 = —€s t+ €3
ou, matricialmente,
1 0 O
[ fi fo fal=[é&1 & e ]| 0 1 -1
1 0 1

Designando por P a matriz que se encontra mais a direita nesta igualdade, verifica-se que as
LR e
colunas de P s&o precisamente os vectores f1, fo e f3. A matriz P é a matriz procurada pois,

11

1 0 © 2 0 0 10 0
P AP = 01 -1 4 -1 0 01 -1
|10 1 0 3 -1 10
10072 0 o0 10 0
= | -1 11 4 -1 0 01 -1
| -1 0 1][0 3 -1 1 0 1
[ 2 0 0
= 1 2 -3 | =By
| -3 3 —4

(c¢) Uma transformacao linear é invertivel se o seu niicleo se reduz ao vector nulo. Ora
Nuc(T) = {(z,y,2) € R® : T(z,y, 2) = (0,0,0)}

€ como

20 =0 z=0
T(z,y,2) =(0,0,0) ¢ doa—y=0 ¢ y=0 ,
Jy—z=0 z=0
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conclui-se que Nuc(T') = {(0,0,0)}. Consequentemente, T é injectiva. Recordando a propo-
sicdo 3.2, tem-se que a determinacao de T—! pode fazer-se calculando simplesmente a matriz
inversa de Ar, que é a matriz

i 0 0
A'=12 -1 0
6 -3 -1
Assim,
xX %23
T 'ay,2)=A7" |y | =| 22—y
z 6 — 3y — =

5 Exercicios Propostos
Das aplicagoes a seguir definidas indique as que sao transformacoes lineares:

) T:1R? - R? dada por T(z,y) = 2z —y, ).
)T:R— IR? dada por T(x)=(1,-3).
) T:R — R? dada por T(z) = (2z,z).

) T:R? — R® dada por T(z,y) = (zy,y,z).
e) T:R? — IR? dada por T(z,y) = (|z|, —y,0).
)T
) T
)T

)

~_— —

: Py — P3 dada por T(p(x)) = p(0)z? + Dp(0)z3.

: Py — P4 dada por T'(p(x)) = 1 + ap(z).

: M,, — M, dada por T(X) =XA— AX,onde A€ M, e A#+O.

(i) T : M, — M, dada por T(X) = (X + A)> — (X +24) (X —34), onde A € M, e

x
x

)
)
)

Seja f : R? — IR® uma transformacio linear tal que f(1,0) = (—1,1,2) e f£(0,1) = (3,0, 1).
Determine f(x1,x2) para qualquer (z1,z) € IR?, utilizando a definicio de aplicacio linear.

Qual a matriz da transformacao linear do exercicio 2, supondo fixadas:

(a) Em IR? e IR? as bases canénicas.
(b) Em IR? a base canénica e em IR?® a base {(1,0,1), (1,2,1), (0,—1,1)}
(c) Em R? a base {(—1,1),(1,1)} e em IR® a base {(1,0,1), (1,2,1), (0,—1,1)}.

Dada a transformacéo linear T : R® — IR? tal que T'(z,y, 2) = (22 —y + 2,3z +y — 22) e as
bases {(1,1,1),(0,1,1), (0,0,1)} e {(2,1),(5,3)} de R? e IR?, respectivamente:

(a) Qual a matriz da transformacao linear relativamente as bases canénicas?
(b) Qual a matriz da transformagéo linear relativamente as bases dadas?

(c) Se ¥ = (3,—4,2) (expresso na base canénica) qual o transformado nas bases dadas?
Considere a aplica¢do T : P, — P» dada por T'(p(z)) = p(x + 1).

(a) Mostre que T é linear.

(b) Qual a matriz da transformagao linear relativamente & base {1, , 2%}?
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@ Relativamente as bases candnicas, determine as matrizes das transformacoes lineares T o f e
foT, em que T e f estao definidas nos exercicios 4 e 2, respectivamente.

Seja f : IR® — IR? tal que flz,y,2) =2z +y,z+y+2).
(a) Verifique que f é uma transformagao linear.
(b) Determine uma base para Nuc(f) e justifique que f néo é injectiva.
(c) Caracterize f(IR®). Sera f sobrejectiva? Justifique.

Considere a aplicacdo P : IR* — IR® definida por P(z,y,z2) = (x,,0).

(a) Verifique que P é uma transformagao linear e interprete-a geometricamente.
(b) Mostre que P? = P (P? = Po P).
(c) Determine Nuc(P) e P(IR®). Situe esses espacos na interpretacio geométrica anterior e

indique uma base para cada um deles.

@ Considere a aplicacéo linear ¢ : R® — IR® dada pelas equacoes

(p(gl) = 51 + 252
p(ez) =€ +ée3
p(€3) = €3

sendo {€}, &, &} uma base de IR>.

(a) Determine as dimensdes de Nuc(y) e ¢(IR?).

(b) Verifique se o subespago gerado por (€3, €3) é invariante para a aplicagao dada. E (€3)?
Considere a aplicacdo T : R® — R? definida por T'(z,y, 2) = (u,v,w), em que
U=r—y+=z

v=>5x+2y—=z
w= -3z —4y + 3z

Determine bases para Nuc(T) e T(IR®). Sera T um automorfismo? Justifique.

Considere um espago vectorial E de dimensao 3. Seja ¢ um endomorfismo de E cuja matriz
relativamente & base {€1, €, €3} é

-1 0 -2
A,=| 0 0 4
0 -1 0

(a) Mostre que ¢ é um automorfismo.

(b) Considere o conjunto de vectores {e1, &2, €3} tal que
€1 =€+ €
€y = —€1 — €3
€3 = €1 + 2¢3.

i. Verifique que se trata de uma nova base de F.

ii. Determine a matriz associada a ¢ na nova base.
ili. Determine as coordenadas do vector v = a€| + béy + c€3 na nova base.
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Considere a aplicacio linear Ty : IR* — IR? cuja representacio matricial em relacio as bases
canénicas de IR® e IR? é dada pela matriz

1 4 5

4 -3 1
=149 A2+ 2

4 —1 3

(a) Determine os valores de A para os quais T é injectiva.
(b) Determine o conjunto de elementos de IR? cuja imagem por T} ¢é (6,5,5,7).

(c) Diga qual a matriz que representa a aplicacdo T relativamente as bases {(1,1,0),
(—1,2,1), (0,—1,3)} de IR* e a base canénica de R*.

1 0
Considere a aplicacio linear T : IR? — R® de matriz Ap = | 1 1 | relativamente as bases
01

{&1,8)} e {1, fa, f3}. Sejam {&/, &)} e {f)/, f5, 5} novas bases fixadas em IR? e IR® tais que

= fi+2fs
e lezfz_’

{ 51/ =¢é1+ €
f3/ = _f17

€y = €1
(a) Determine a matriz A% de T relativamente as novas bases.
(b) Determine na base {€, €} o original de ¢ = %fl’ + %f;,’
Considere a aplicacao f : P» — My dada por

flc+bx +azx?) = [ bta c ]

b

(a) Mostre que f é linear.

(b) Determine a matriz representativa de f relativamente as bases {1,z,1+ 22} de Py e
1 0 0 1 11 1 1
00’0 O|’|1T O|"|1 1
de MQ.
(c¢) Descreva os subespacos Nuc(f) e f(P2) e indique as respectivas dimensoes.

Considere a aplicacio linear T : IR* — IR? definida por T(x,y,2) = (2z,4x —y,2x + 3y — 2).
Mostre que T é invertivel e dertermine a sua inversa.

6 Solucoes dos Exercicios Propostos

1. Sim, ndo, sim, ndo, ndo, sim, ndo, sim VA, sim sse A2 = O.
2. f(:lil, Ig) == (7.’171 + 31‘2, 1, 22171 + LEQ).

-1 3 -3 4 71
3. 10|:;m| 2 -1 -3 1
2 1 3 -2 -5 1
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4. (a) [g 71 —;}’(b) {;1 _g _L;)},(c) (31,-10).
1 11
SEES
T4 =7
-1 7
o[33)

7. (b) {(1,-2,1)}; f ndo & injectiva pois Nuc(f) ndo se reduz ao vector nulo; (c) f(IR?) = IR?
pelo que f é sobrejectiva.

8. (a) Interpretacdo geométrica: projeccio de um ponto do espaco IR® no plano XOY; (c)
Nuc(P) = {(0,0,2) : z € R} (eixo dos ZZ), base: {(0,0,1)}; P(R?) = {(z,y,0) : z,y € R} (plano
XOY), base: {(1,0,0),(0,1,0)}.

9. (a) 0, 3; (b) Néio, sim.

10.{(-1,6,7)}; {(1,5,-3),(—1,2,—4)}. Néo, porque néo é isomorfismo.

0 —4 8
11. (bii) | 1 —14 26 | ;(beii) (b,—2a+2b+c,—a+b+c).
0 -7 13
5 12 11
12. () A# %1 (b) {(21.0) +2(-L-11): € Ry () | 5 5 o
3 =3 10
1/2 0
13 (a 2 1 ,(b) 7é’1+€2.
~1/2 -1
0 O 1
14. (b) (1) _} 7} ; (¢) Nuc(f) = {polinémio nulo}, dimNuc(F) = 0,
0 O 1

o= ([3 8] [8 4] [1 3]).amven-s
-1 z,2
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