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Vimos atrds que, se E' é um espaco vectorial de dimensao finita, qualquer endomorfismo 7' : E —
E pode ser representado em diferentes bases por matrizes semelhantes. Coloca-se naturalmente o
problema de encontrar a base de E' que conduz a mais “simples” das representagoes matriciais. O
ideal seria que esta matriz fosse diagonal para podermos obter cada componente do vector imagem
T(Z) a partir da correspondente componente do vector objecto . Como veremos, isto acontece em
algumas situagoes mas nem sempre é possivel. Nestes tiltimos casos, hd contudo a possibilidade de
representar a matriz da transformagao linear na forma canénica de Jordan, a qual constitui, grosso
modo, uma aproximagao da forma diagonal.

A resolucao das questoes mencionadas passa pelas noc¢oes de valor e vector préprio que intro-
duziremos seguidamente.

1 Definicao de Valor e Vector Préprios

Seja E um espago vectorial sobre um corpo K (R ou C) e T : E — E uma transformacao linear
(endomorfismo de E).

Definigao 1.1 Um wvector nao nulo & de E designa-se por vector proprio de T se existe um
escalar A € K tal que T(¥) = AZ. O escalar A\ diz-se o valor préprio de T associado ao vector
proprio Z. Diz-se também que T é um vector préprio de T associado ao valor préprio A.

O congunto dos valores proprios de T é designado por espectro de T.

Exemplo 1.1 (Significado geométrico de valor e vector proprio) Voltemos a considerar a trans-

formacao linear
T: R? — R?
(mlvxZ) - T($17$2) - ($2a$1)-

A

T(X) =(%,%)

Figura 1: Reflexao.

Geometricamente, j& vimos que a transformacdo T aplica um vector (x1,z2) no seu simétrico
(29, x1) relativamente & bissectriz dos quadrantes impares (observe-se a figura 1), dizendo-se, por
isso, uma reflexdo. Verifica-se facilmente que os vectores com a direcgéo da referida bissectriz (cuja
equagdo é xg9 = x1) sdo transformados em si proprios pois,

T($1,$1) = (.%17.%1) = 1(.231,.231).

Tem-se pois que os vectores da forma (z1,z;) (por exemplo, (1,1), (2,2), (v/2,v/2), etc.) sdo
vectores préprios de T associados ao valor préprio A =1 (ver figura 2).
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Também os vectores perpendiculares & bissectriz dos quadrantes impares (ver figura 2), isto é,
os vectores da forma (—z1, 1), sdo vectores préprios de T associados ao valor préprio A = —1 pois,

T(*LEI,LEl) = (.’171,75171) =-1 (7.’171,5151).

A x,
X =%
X ==X,
X=T(%)
T(X)
; >
TN &

Figura 2: Vectores préprios de T'(z1,z2) = (22, z1).

Veé-se, assim, que os vectores préprios de T' representam direcgoes (neste caso do plano) que se
mantém invariantes pela ac¢ao da transformagao T. Mais precisamente, sao vectores transformados
por T em vectores colineares, verificando-se que os quocientes entre as componentes homélogas das
imagens e dos respectivos objectos sao iguais ao valor préprio associado. m.

Exemplo 1.2 (O operador de derivagio) Seja V o espago vectorial de todas as fungbes reais
diferencidveis num intervalo aberto de R. Seja D a transformagao linear que a cada funcao de V'
faz corresponder a sua derivada, isto é,

D: 'V — V
;o= D()=f.

E costume designar D por operador de derivacio. Facilmente se vé que D é uma transformaco
linear pois, para quaisquer fungoes f,g € V,

D(f+g9)=(f+9) =f +g =D(f)+Dl(g)
e,sendo A€ Re feV,
D(Af) = (Af) = Af".

Os vectores proprios de D sao as funcoes f nao nulas de V' que satisfazem a equagao

D(f) = A,

ou seja,
’_
Ir=AXf,
para um certo escalar real \. Esta é uma equagao linear de primeira ordem cujas solugoes sao dadas
pela férmula
f(z) = ce*®,

em que ¢ &€ uma constante arbitrdria. Assim, os vectores préprios de D sdo todas as fungoes
exponencias f(z) = ce’® com ¢ # 0. O escalar ) é o valor préprio associado ao vector préprio f(z) =

ce*®. De notar que a transformacdo D tem uma infinidade de valores préprios e que associado a
cada um destes existe uma infinidade de vectores préprios (basta fazer variar o parametro c) B
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Exercicio 1.1 Indique, a partir da interpretagao geométrica, quais os valores e vectores préprios
da transformacdo P : R? — R? definida por P(x,y, z) = (z,y,0). &

Quando F é um espago vectorial de dimensao finita, a transformacao linear T : E — E pode
ser representada por uma matriz A relativamente a uma base fixada em E. Entao, pela defini¢ao
1.1, um vector préprio de T é um vector Z ndo nulo tal que AZ = AT, visto que esta igualdade
equivale a T'(#) = AZ. Sendo X a representacao matricial de &, como

AZ =X AX =)D X< AX - MX =0 (A-)\)X =0,
onde I é a matriz identidade e O uma matriz coluna nula, concluimos que & é vector préprio
de T associado ao valor préprio A se e s6 se X é uma solucao nao nula do sistema homogéneo
(A —XI) X = O. Mas este sistema possui solugdes néo nulas se e s6 se det(A — A\I) = 0, pelo que
fica provado o seguinte:

Proposigao 1.1 Seja E um espago vectorial de dimensao finita sobre um corpo K e T um endo-
morfismo de E representado pela matriz A em relagdo a uma base de E. Entio, um escalar A € K
é um valor préprio de T se e s6 se é uma solugio da equagao det (A — XI) = 0.

A proposicao anterior sugere o estudo do determinante det(A—AI) em fungio de A\. Admitiremos
em tudo o que se segue que os elementos das matrizes intervenientes pertencem a um corpo K (R

ou C).

Proposicao 1.2 Se A = [a;;] é uma matriz de ordem n e I a matriz identidade de ordem n, a
funcgao p definida por

aip — A a12 ce A1n
ao1 agr — A .- a2n
p(A) =det(A — \I) = :
anl An2 o Qpp — A

é um polinémio em X de grau n, designado por polinémio caracteristico de A. O coeficiente do
termo de grau n do polinémio p é (—1)™ e o termo constante é p(0) = det(A).

Demonstragao. Recorde-se (ver [4, pdg. 182]) que o determinante de A — AI pode calcular-se
multiplicando cada termo da matriz' por +1 ou —1 e somando em seguida os resultados obtidos.
Cada termo é o produto de elementos da matriz em que cada linha ou coluna se encontra represen-
tada uma e uma s6 vez. Como os elementos da matriz A — A\ sdo constantes ou da forma a;; — A,
conclui-se que cada termo de A — Al é um polinémio de grau < n. Visto que o termo da matriz
resultante do produto dos elementos da diagonal principal,

(11 = A) (a2 = A) -+ (ann = A), (1)

é um polinémio de grau n, fica provado que p é um polinémio em A de grau n.
Do que se disse resulta imediatamente que o coeficiente de A em p é o coeficiente de A" em
(1), ou seja, (—1)". Por fim, fazendo A = 0 em p(\) = det(A — A\I), obtém-se p(0) = det A. m

Sendo E um espaco vectorial de dimensao finita em que se fixou uma base, os valores e os
vectores préprios de um endomorfismo de E sao também designados por valores e vectores préprios
da matriz que o representa. Tem-se pois:

IN&o confundir com a nocao de termo de um polinémio.
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Definigao 1.2 Se A é uma matriz quadrada, os valores préprios de A sio as raizes da equag¢do
p(A) = det(A — ) =0,

designada por equagado caracteristica de A. Os vectores proprios de A associados ao valor proprio
A sGo as solugdes do sistema
AX = XX < (A-A)X =0,

z

A multiplicidade algébrica de um valor préprio A\ é a multiplicidade do escalar \ enquanto
raiz da equacdo caracteristica®.
O espectro de A é o conjunto dos seus valores proprios.

Antes da apresentacao de alguns exemplos, vamos sistematizar o procedimento a seguir no
célculo dos valores e vectores préprios de uma matriz A quadrada:

1. Calcular o polindmio caracteristico de A, isto é, p(\) = det(A — AI).

2. Resolver a equagdo p(A) = 0 para obter as raizes \ da equagdo caracteristica (estas raizes
sdo os valores préprios de A).

3. Para cada valor préprio A obtido no ponto anterior, resolver o sistema homogéneo (A —
M) X = O (as solugbes nao nulas deste sistema sdo os vectores proprios associados ao valor
préprio A).

Exemplo 1.3 Consideremos a transformacao linear reflexdo T'(z1,x2) = (2, 1) dada no exemplo
1.1. Supondo fixada a base canénica em R3, para calcular os vectores e valores préprios é necessério
conhecer a matriz A que representa T. Como 7T'(1,0) = (0,1) e T(0,1) = (1,0) tem-se

A=[01]

‘—O@AQ1—0@(>\+1)(>\1)—0@>\_i1,

Entao

1

—A
det(A)J)—O@‘ L

donde A tem dois valores préprios distintos +1 e —1, tendo cada um deles multiplicidade algébrica
1.

Vejamos como calcular os vectores préprios. Para isso, vamos resolver, para cada valor de A, o
sistema homogéneo

z1 | [0 -2 1 x| [0
ann=lo]«[n S]]
e Se A =1 tem-se
-1 1 zy | |0 N —x1+ 22 =0 o o —
1 -1 zo | | O 1 —x9 =0 T2 =21,
donde os vectores préprios associados sdo os vectores nao nulos da forma (z1,z1) = z1(1, 1).
O conjunto destes vectores reunido com o vector nulo representa-se por E[1]. Assim, E[1] =

((1,1)), pelo que E[1] é um subespago vectorial de R?, designado habitualmente por subes-
paco préprio associado ao valor préprio 1;

Assim:

2Do Teorema Fundamental da Algcbra resulta que um polinémio caracteristico p de grau n tem exactamente
n zeros, podendo alguns deles ser iguais. Assim, se p tem m zeros distintos A1, A2,..., Am (m < n), entdo pode
factorizar-se na forma
p(A) = (=" A= 2A)™ (A= A2)™ - (A= A"
em que ny +ng + - -+ + nm = n. Os expoentes ni,na,...,Nm sdo as multiplicidades algébricas dos valores préprios
A1, A2, ..., Am, respectivamente. Para ¢t =1,...,m, n; ¢ pois o nimero de zeros iguais a A;.
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e Se A = —1 tem-se
1 1 x| |0 1+ 22 =0 - _
[1 1][%2}_{0]<${1n+x2—0 T

donde os vectores préprios associados sdo os vectores ndo nulos da forma (zy,—z1) =
z1(1,—-1). Entéo E[-1] = ((1,—-1)). =

Proposigao 1.3 Seja E um espago vectorial de dimensdo finita e T : E — E uma transformagao
linear representada pela matriz A em relagdo a uma base de E. Para cada valor préoprio X de T, o
conjunto

EN={ZcE:T(@) =)\8} ={Fc E:(A—\)Z=0}
é um subespago vectorial de E.

Demonstragio. Da segunda igualdade conclui-se que E[)\] é precisamente o espago nulo da matriz
A — M\, pelo que constitui um subespaco de E. m

Definigao 1.3 Nas condigdes da proposigdo anterior, o subespago E[N| designa-se por subespaco
proprio (ou subespaco caracteristico) de T (ou de A) associado ao wvalor préprio A. A sua
dimensao denomina-se por multiplicidade geométrica de ).

Os subespagos préprios associados a valores préprios de uma transformacao T : F — E sao
exemplos de subespagos invariantes de 7. Um subespaco F' de E diz-se invariante de 7" se e s6 se
T(F) C F. Deste modo, como para qualquer Z € E[X], T(Z) = AZ € E[)], podemos concluir que
T(E[X]) C E[)], ou seja, E[A] é invariante de 7.

Também, como é fécil de verificar, sendo A1 e Ay valores préprios de T, a soma E[A] + E[\g]
é um subespacgo invariante da transformacao 7.

Ainda outro exemplo: no espago P,, dos polinémios de grau menor ou igual a n, os subespagos
Py (k < n) s@o invariantes em relagdo ao operador de derivacdo. Com efeito, seja p € D(Py). Como
D(Py) C P, tem-se p € Py, e, portanto, D(Py) C P.

Voltando ao exemplo 1.3, vemos que as multiplicidades geométricas de E[—1] e E[1] sdo ambas
iguais a 1 e, portanto, coincidem com as multiplicidades algébricas dos respectivos valores préprios.
Mas nem sempre assim acontece como se mostra no exemplo seguinte.

Exemplo 1.4 Consideremos a matriz

2 1 0 0
0 2 0 0
A= 00 -1 0
0 0 0 1
Entao,
2—A 1 0 0
0 2—-A 0 0
det(A— X)) = 0 0 1o 0
0 0 0 1—-A

= 2-NM1+N1-N),

pelo que a matriz tem os valores préprios 2, —1 e 1, o primeiro com multiplicidade algébrica 2 e os
restantes com multiplicidade algébrica 1.
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Para calcular os vectores préprios, vamos resolver, para cada valor de A, o sistema homogéneo

2-)\ 1 0 0 T 0
0 2-2) 0 0 z | |0
0 0 —-1-Xx 0 zs | | 0O
0 0 0 1—\ z4 0
Assim:
e Se A\ =2 tem-se
01 0 0 T 0 - -
00 0 o flm | _fo| ) g0 fnTy
00 -3 0 z3 | |0 7x3: x3:0
00 0 -1 T4 0 4= 4=

donde E[2] = ((0,1,0,0)). Consequentemente, visto que dim E[2] = 1, a multiplicidade
geométrica do valor préprio A = 2 é igual a 1, inferior portanto a sua multiplicidade algébrica,

que é 2.
e Se A = —1 tem-se
3 100 1 0 3x1+ 22 =0 z1 =0
0 3 0 O o 0
= <~ 3z =0 <~ 9 =0
0 0 0 O T3 0 92y — 0 s =0
00 0 2 T4 0 4 4T

donde E [-1] = ((0,0,1,0)) e as multiplicidades algébrica e geométrica coincidem.
(

e Se A =1, tem-se E'[1] = ((0,0,0,1)) e, portanto, também aqui as multiplicidades algébrica e
geométrica coincidem. m

Este exemplo deixa perceber que a multiplicidade geométrica de um valor préprio é menor
ou igual & respectiva multiplicidade algébrica. Provaremos adiante na proposicao 3.7 que sempre
assim acontece.

Vejamos agora o caso de uma matriz com valores préprios complexos.

Exemplo 1.5 Consideremos o espaco vectorial complexo C3. Seja T : C?> — C? a transformacio
linear cuja matriz representativa na base canénica de C? é dada por

1 0 0
A=10 0 -1
0 1 0

O polinémio caracteristico de A é
pPA) =1 =N (NP+1)=1-XA—9)A+1)
pelo que os valores préprios de T' (ou de A) séo
A=1VA=iVA=—i

Para obter os vectores préprios associados, vamos resolver, para cada valor de A, o sistema ho-
mogéneo

1-X 0 O 1 0
0 - -1 xro = 0
0 1 -\ T3 0

Assim:
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e Se A =1 tem-se
0 0 0 T1 0 _ -
0 -1 -1 e =0 e { ;mg_*xxs_—o() N { To - 0
0 1 -1 T3 0 2o 3

donde E'[1] = ((1,0,0)). Consequentemente, visto que dim E[1] = 1, as multiplicidades
algébrica e geométrica coincidem.

e Se \ =1 tem-se

1-i 0 0 ) 0 (1—i)z; =0 =0
0 — -1 x9 = 0 <~ —ixg —x3 =0 <:>{ .221 :Z.Qf
0 1 —1 T3 0 $2—i$3:0 2= 3

donde E [i] = ((0,4,1)). Consequentemente, visto que dim E[1] = 1, também neste caso as
multiplicidades algébrica e geométrica coincidem.

e Se A = —¢ tem-se
1+i 0 0] [ = 0 (1+i)az1 =0
. . xr, = 0
0 7+ -1 o | = 0| & ixg —x3 =0 <:>{$ — in
0 1 ) T3 0 zo +1x3 =0 2= 3
donde E[—i] = ((0,—i,1)). Tal como anteriormente, as multiplicidades algébrica e geomé-
trica coincidem, pois dim E[—i] = 1. Note-se que se podem obter os vectores de E [—i]

passando as componentes dos vectores de E[i] ao conjugado. Este procedimento pode ser
sempre utilizado desde que A seja uma matriz de elementos reais. De facto, conjugando
ambos os membros da igualdade AX = AX obtém-se AX = AX, onde X é a matriz coluna
cujas componentes sao os conjugados das componentes de X.

Como T é um endomorfismo do espaco vectorial complexo C3, os valores préprios de A e de
T coincidem, dado que as raizes da equagdo caracteristica pertencem a C. Se, por outro lado,
considerassemos T um endoformismo do espaco vectorial real R?, representado matricialmente por
A, entdo as raizes +i e —i da equacao caracteristica nao seriam valores préprios de T, visto que
nao pertencem ao corpo dos nimeros reais. Neste caso T teria unicamente o valor préprio A =1,
ou seja, somente a rafz da equacdo caracteristica pertencente ao corpo de escalares de R? seria
valor préprio do endomorfismo 7. B

2 Um Exemplo de Aplicagao

As aplicagoes dos valores e vectores préprios sao extremamente numerosas. Seguidamente, veremos
um exemplo de aplicacao a resolugao de um sistema de equacoes diferenciais.

Exemplo 2.1 Consideremos o sistema homogéneo de duas equagoes diferenciais,

{ 1(8) = 2ya(?)
5(t) = 2y1(?)

em que Yy, e yo representam duas fungoes incégnitas de uma varidvel real ¢, definidas num intervalo
V' C R. Matricialmente este sistema pode escrever-se na forma

7o =aie e | 49| =15 ][ 1 ] e

y2(
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Para determinar as fungoes incégnitas 1 e yo, vamos proceder por analogia com o caso univariado.
Como recorddmos no exemplo 1.2, as soluces da equago diferencial y'(¢) = Ay(¢), em que A é um
escalar real, podem escrever-se na forma y(t) = z e, em que x é uma constante arbitrdria depen-
dente das condiges iniciais (por exemplo, se y(0) =1 ter-se-4 x = 1). Por analogia, suponhamos

que o vector
. . t) 1| A
t) = zeM & va( = e
y(t) [ ya(t) T

z1
T2
y(t) componente a componente, obtém-se

onde ¥ = ] é um vector de constantes, ¢ uma solugdo do sistema dado (2). Entéo, derivando

7'(t) = AieM [ Z

NS =~
—~

Substituindo ¥ '(t) em (2) vem
Az = AgeM,

At

pelo que dividindo ambos os membros desta igualdade por e**, somos conduzidos a

AT = \Z.

Assim, para que a fungao vectorial 7(t) = Fe! seja solugio do sistema dado (2) é necessdrio que

Z seja um vector préprio da matriz A associado ao valor préprio A.
Determinemos os valores e vectores proprios de A. Ora

2

0—A
|A>J|—0<:)‘ 5" 0o

’_0@)\24_0@)\_2\0\_2.

Para os vectores proprios temos os seguintes cdlculos:

e Se \=2,

pelo que E[2] = ((1,1)).
e Se \= -2

pelo que E[—2] = ((—1,1)).

Entéo, tomando os vectores préprios &1 = [ i ] (associado a A = 2) e g = [ 71 } (associado

a A = —2), temos que os vectores
" Iy 1| o " Y 1| _o
n(t) = Ze” = L€ e Ya(t) = Foe™*" = 1l

sdo solugoes do sistema (2). Mais: como veremos, os vectores §; e yo sdo suficientes para gerar
todas as suas solu¢des do sistema, visto que qualquer solugéo ¢ de (2) é uma combinagio linear de
Y1 € Yo, isto &,

7(t) = exii (1) + cada(t) = e [ ! ] ey oy [ ! ] o
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em que ¢y e cg sdo constantes arbitrarias. Consequentemente, as fungoes incoégnitas y; e yo sao
dadas por
y1(t) = c1e?t — cope™2 3
i I 3)

Vejamos como visualizar graficamente a solugao do sistema.

¢>0

¢>0 A
\\ A
-4

¢<O0
G >0

¢>0
G <0

6 <0

Figura 3: Esbogo do retrato de fase do sistema (2).

Para cada escolha das constantes ¢; e co, obtemos no plano y;ys uma curva designada por
6rbita do sistema. O conjunto de todas as drbitas designa-se por retrato de fase do sistema e o
plano yy2 que contém todas as 6rbitas recebe a designacao de espago de fases do sistema.

Assim, por exemplo, se co = 0, tem-se que y1(t) = ya2(t) = c1€?’, pelo que a érbita correspon-
dente a co = 0 e ¢; > 0 é a parte da bissectriz yo = y; situada no 1° quadrante do plano y,yo,
como mostra a figura 3 (a seta indica a direcgdo de crescimento da varidvel t). Caso ca = 0ec; <0
obtemos a parte da recta yo = y; situada no 3° quadrante. Em qualquer das situagoes vemos que
[|g(t)|| — 400 quando t — +o0.

Por outro lado, se ¢; = 0, tem-se que y;(t) = —ya(t), qualquer que seja ¢y ndo nulo. Para
qualquer par de valores c; e co nestas condigoes, a 6rbita correspondente é a bissectriz dos qua-
drantes pares yo = —y;. Tem-se neste caso que ||7(t)|| — 0 quando ¢ — 400, como sugerem as

setas colocadas sobre aquela bissectriz na figura 3.

Quando cicg # 0, obtém-se quatro tipos de 6rbitas conforme se apresenta na mesma figura.
Por exemplo, para ¢; > 0 e co < 0 obtém-se solugoes representadas por curvas que atravessam o 1°
e 0 2° quadrantes do plano y1ys, as quais tém por assimptotas as rectas y2 = y; € y2 = —y1. Como
se vé, para qualquer combinagio de ¢; e co nestas condigdes, tem-se também que ||7(t)|| — +oo
quando t — +o0 ou t — —o0.

E evidente que néo é possivel apresentar o retrato de fase de um sistema na sua totalidade, j4
que seria necessario representar uma infinidade de curvas cobrindo todo o plano. Assim, é costume
representar-se um conjunto de érbitas tipicas, formando-se um esbogo do retrato de fase. No caso
do sistema (2), o esbogo do retrato de fase é apresentado na fig. 3. Ele configura uma situacao
tipica de ponto de sela (na origem), a qual ocorre num sistema em que, tal como acontece no
sistema (2), os valores préprios da matriz dos coeficientes sdo reais e de sinais contrarios.
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Suponhamos, para finalizar, que pretendemos resolver o problema de valores iniciais associado
ao sistema (2) com y1(0) = 3 e y2(0) = 0. Calculando em (3) y1(0) e y2(0) e igualando a 3 e a 0,

respectivamente, obtém-se
61762:3 61:3/2
=
c1+c=0 o =—3/2

_ 3.2t 3
Y1 = €7+ 5e

A solugao procurada é entao
— 3,2t _ 3,-2t
Yo 22l _ 2,

e é representada pela curva que se encontra mais a direita na figura 3.

3 Propriedades dos valores e vectores préprios
Vejamos agora algumas propriedades dos valores e vectores préprios.

Proposigao 3.1 Os valores prdprios de wuma matriz triangular sio os elementos da diagonal prin-
cipal.

Demonstracao. Exercicio. m

Proposicao 3.2 Seja A = [a;;] uma matriz de ordem n e A1, Aa, ..., N\, 08 seus valores prdprios.
Entao:

(a) det A =X Ay

(b) trA = X + A2+ -+ + Ay, onde tr A representa o trago da matriz A, isto é, é a soma dos
elementos da diagonal principal de A.

Demonstracgao. Consideremos o polinémio caracteristico da matriz A :
p(A) =det(A— M) = (= 1)" A" + ¢t N -+ e X+ co.

Sendo A1, Ag, ..., A, as rafzes de p(\), repetidas tantas vezes quanto a sua ordem de multiplicidade,
o polinémio pode escrever-se na forma

) = (D" (A=) (A= ).

Comparando estas duas formas de p()) conclui-se que o termo independente cq e o coeficiente do
termo de ordem n — 1 sao dados por

co = MAa Ay
Cp—1 = (—1)n()\1+)\2++)\n)

Como p(0) = det A = ¢g, conclui-se det A = A\ Ag- -+ Ay, 0 que prova (a).

Para provar (b) teremos de identificar os termos de det(A — AI) que contribuem para o termo
de grau n — 1 em p(\). Recordando a férmula de calculo do determinante a custa dos termos da
matriz (ver Teorema 5.2 em [4, pdg. 182]), somente o termo par (a;; — A) - - (an, — A) daquele
determinante pode contribuir para a parcela Cn1 A" de p(A). Isto porque, em cada um destes
termos, tém de estar presentes pelo menos n—1 factores pertencentes a diagonal principal de A—\I;
o restante factor tem que representar uma linha e uma coluna diferente da dos anteriores, pelo
que nao pode deixar de pertencer também a diagonal principal de A — AI. Como o coeficiente de
N7 em (a1; — A) - (@np — A) € (1) (a11 + agg + - + @ny) , concluimos que ¢,_; = (—1)" tr A
e, portanto, a igualdade (b). m
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Exercicio 3.1 Demonstre as seguintes propriedades do traco de uma matriz:

(a) tr(A+ B) = tr A+ tr B;
(b) tr(cA) = ctr A (c escalar);
(c) tr AT = tr 4

(d) tr(AB) = tr(BA).

Proposicao 3.3 Duas matrizes semelhantes tém o mesmo polindmio caracteristico.

Demonstragao. Se A e B sao matrizes quadradas semelhantes, existe uma matriz P, invertivel,
tal que B = P~'AP. Logo,

det(B — M) = det (P~'AP — \I) = det (P"'AP — AP™'IP)
=det [P™" (A — AI) P] = (det P~") [det (A — AI)] (det P)
=det (A — ),
isto é, os polinémios caracteristicos de A e B coincidem. m

Proposigao 3.4 Se uma matriz A tem k valores proprios distintos, Ay, Ao, ..., Ak, entdo os vec-
tores proprios correspondentes, ¥1,Ts,. .., Tk, sao linearmente independentes.

Demonstracao. A demonstracdo é por indugdo em k. Se k = 1, entdo &y é linearmente indepen-
dente pois #; é nao nulo. Admita-se que o enunciado é verdadeiro para os primeiros k — 1 valores

préprios distintos Ay, Ao, ..., Ap_1 e provemos que também o é para k valores proprios distintos
A1, A2,y Ak
Ora os correspondentes vectores proprios &1, To, . .., Lk, sao linearmente independentes se qual-

quer combinacao linear nula
@1+ podz + o+ @k = 0p (4)

tiver os escalares p; todos nulos.
Multiplicando a esquerda (4) por A obtemos

ATy + g ATy + - + pp Ay, = Op
donde, atendendo a que os Z; sdo vectores préprios associados aos A;, vem
ML+ prodods + - -+ Zr = Op. (5)
Multiplicando agora (4) por Ay obtemos
pAREL + oMo + -+ A x = O, (6)
e, subtraindo (6) de (5), chegamos a

Uy ()\1 — )\k) Ty + Lo ()\2 - )\k) Ty 4+ ()\1971 - )\k) Tp_1 = 615

Pela hipétese de inducgdo os k — 1 vectores préprios &1, Zs,...,Zr_1 sao linearmente indepen-
dentes, donde p; (A; — Ag) = 0, para ¢ = 1,...,k — 1. Como os \; sdo distintos, tem-se \; # Mg,
para ¢ = 1,...,k — 1, donde p; = 0, para estes valores de ¢. Substituindo estes p; em (4) vem
W = Og e portanto p; = 0. Portanto, ; = g = -+ = p, = 0, o que prova a independéncia
linear de &y, @s,...,T;. W

Suponhamos agora que A tem n valores préprios Ai, Ao, ..., A, correspondentes aos vectores
préprios ¥, %o, ..., T,. Consideremos a matriz

T To Tp
1 1
P= [ X1 X Xn ]7
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em que X; é a matriz coluna que representa matricialmente @;, ¢ = 1,...,n. Entao, as equagoes

A%y = MT
AZs = Ao

Ay, = A&y,

podem escrever-se matricialmente na forma

AP =PD (7)
em que
A O -0
0 X - 0
D= . . .
0 0 - M\

é uma matriz diagonal, na qual os valores préprios \; aparecem dispostos na diagonal principal
pela ordem em que os vectores proprios Z; aparecem colocados nas colunas de P.

Se A1, A2, ..., A, forem todos distintos, ¥, 29, ..., T,, sdo linearmente independentes e conse-
quentemente P é invertivel. Logo (7) implica que

P 'AP =D,

isto é, A e D sao semelhantes. A matriz A diz-se entao diagonalizavel e P diz-se uma matriz
diagonalizante. Quando A e D representam o mesmo endoformismo em diferentes bases, este
também se diz diagonalizavel visto que pode ser representado numa certa base pela matriz diagonal
D. Neste contexto, a matriz P é a matriz de mudanca de base.

Fica assim demonstrado que:

Proposigao 3.5 Se A é uma matriz de ordem n e tem n wvalores préprios distintos, entdo A é
diagonalizdvel.

1 2 -2
Exemplo 3.1 Consideremos a matriz A = 2 1 0 | . Tem-se
-2 0 1
1-X 2 —2
[A-X]=0& 2 1-x 0 =0&
-2 0 1—A
2 —2 1-X =2 1—A 2
_2’1>\ 0 ’_0’ 20 '”1_”’ 2 1>\' 0

1-\) [(1—A)2—8] —0e
SA=1VA=14+2V2Vvi=1-2V2

Como A tem trés valores préprios distintos, a proposi¢ao anterior garante que A é diagonalizével.
Calculemos os vectores préprios:

e Se A =1 tem-se

0 2 -2 1 0 229 — 223 =10 1 =0
2 0 0 2 | = 0| o{ 22,=0 @{ml_x ,
-2 0 0 T3 0 —221 =0 2=

donde E[1] = ((0,1,1)).
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e Se A =1+ 22 tem-se

—2v2 2 -2 ) 0
2 —2/2 0 | =10 <
-2 0 —2\/2 x3 0

—2/221 + 25 — 223 = 0 __
211 — 2v/2x9 = 0 @{Il_
—221 — 2v/223 =0

donde E [1+42v2] = {(—v2,-1,1)).
e Se A =1— 22 tem-se

2v2 2 -2 1 0 2v221 + 225 — 223 =0 _ /s
2 2v2 0 3 | =10 | & 22 +2V/225=0 & { il _
2 0 2V2 ] | w3 0 —2; +2v/223 = 0 ? ’

donde E [1-2v2] = {(v2,-1,1)).

Finalmente, sendo

0 —V2 V2
P=(1 -1 -1
1 1 1
a matriz diagonalizante e
1 0 0

D=0 1+2V2 0
0 0 1-22

a matriz diagonal que tem na diagonal principal os valores préprios de A, verifica-se que
P 'AP=D.m

Sao relativamente poucas as matrizes que tém todos os valores proéprios distintos. Contudo,
sendo A uma matriz com valores préprios Ai, Ag,...,A,, correspondentes aos vectores proprios
%1, o, ..., %,, pode sempre escrever-se a igualdade AP = PD dada em (7). Assim, sempre que P
seja invertivel, A é diagonalizdvel, pois ter-se-4 P~'AP = D. Pode-se pois enunciar:

Proposigao 3.6 Seja A uma matriz de ordem n. Entdo A é diagonalizdavel se e s6 se é possivel
encontrar n vectores préprios linearmente independentes.
Nestas condi¢coes, tem-se que

P 'AP=D & A=PDP!,

onde D é a matriz diagonal cujos elementos da diagonal principal sao os valores proprios de A e
P é a matriz invertivel formada pela disposi¢io em coluna dos correspondentes vectores préprios
linearmente independentes.

Demonstragao. A condicdo necessaria e suficiente resulta das consideractes prévias feitas ao
enunciado da proposicao.

A igualdade A = PDP~! resulta de P~'AP = D, multiplicando ambos os membros desta
dltima, & esquerda e & direita, por P e P~!, respectivamente. m

Na linguagem das transformacoes lineares, o resultado anterior pode ser enunciado como segue:
um endomorfismo T de um espago vectorial E de dimensao finita é diagonalizdvel se e s6 se existe
uma base de E formada por vectores proprios de T.
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2 1 1
Exemplo 3.2 Consideremos a matriz A= | 2 3 2 | . Tem-se
3 3 4

2-1 1 1
A-M|=06| 2 3-2 2 |=0e
33 4-»
3-A 2 2 2 2 3- )
(2_”' 3 4>\’_1’3 4>\'+1 3 3 ’0@

NI A+ T=0-A-1)°A=T)=0
< A=1 (mult. alg. 2) VA=T.

Vé-se assim que A tem dois valores proprios distintos 1 e 7, o primeiro com multiplicidade algébrica
2.

e Se A =1, tem-se

1 1 1 xq 0 1+ x94+23=0
2 2 2 o = 0 <~ 201 + 220+ 223 =0 & x1 = —29 — 23
3 3 3 T3 0 3x1 4+ 3x2+3x3 =0

donde E'[1] = ((-1,1,0),(—1,0,1)), constituindo estes vectores uma base do subespago
préprio. Neste caso as multiplicidades algébrica e geométrica coincidem.

e Se \ = 7 tem-se

-5 1 1 T 0 —5x1+ 20+ 23=0 T = %.’1)2
2 —4 2 o [ =] 0 | & 201 —4ao+ 223 =0 <
3 3 -3 T3 0 3r1 + 322 — 323 =0 r3 = %%2

donde E[7] =((1,2,3)).

Como os vectores préprios (—1,1,0),(—1,0,1) e (1,2, 3) sdo linearmente independentes, a ma-
triz diagonalizante é

-1
P = 1 0
1

W N =

De facto, verifica-se que A = PDP~!, onde

1
D=0
0

O = O
N O O

é a matriz diagonal. m
Apresenta-se seguidamente o exemplo duma matriz nao diagonalizédvel.
1 10
Exemplo 3.3 Seja A= | 0 2 2 |.Esta matriz ndo é diagonalizdvel porque:
0 2 5

e A tem valores proprios A\; = 1 e Ao = 6 com multiplicidades algébricas 2 e 1, respectivamente.
e E[1] =((1,5,10)) e E[6] = ((1,0,0)), isto é, ambas as multiplicidades geométricas sdo iguais

a 1, donde nao é possivel obter trés vectores préprios linearmente independentes. m
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Como j4 referimos, as multiplicidades algébrica e geométrica de um valor préprio relacionam-se
como segue:

Proposigao 3.7 Seja A uma matriz de ordem n. A multiplicidade geométrica de um valor préprio
de A é inferior ou igual & respectiva multiplicidade algébrica.

Demonstragdo. Seja A um valor préprio de A com multiplicidade algébrica k (k < n). Seja P
uma matriz de ordem n, invertivel, em cujas primeiras k colunas estao dispostos k vectores préprios
de A associados ao valor proprio A\. Entdo AP = PB, em que a matriz B tem a forma

[ A B
B—{ 0 Bg]’

sendo I; a matriz identidade de ordem k e O a matriz nula. Assim, P"'AP = B, ou seja, A e B
sao semelhantes pelo que, de acordo com a proposi¢ao 3.3, tém os mesmos valores préprios. Ora,
o polinémio caracteristico de B tem a forma (z — A)" ¢(«), em que g(z) é um polinémio de grau
n — k. Consequentemente, k é inferior ou igual a multiplicidade algébrica de \. m

O valor préprio A = 1 da matriz do exemplo 3.3 tem multiplicidade geométrica 1, inferior &
respectiva multiplicidade algébrica, que é 2. Deste modo, nao é possivel obter dois vectores préprios
linearmente independentes associados ao valor préprio A = 1, o que inviabiliza a diagonalizacao
da matriz. De facto, a condi¢ao necessdria e suficiente da proposi¢do 3.6 pode ser enunciada do
seguinte modo:

Proposicao 3.8 Uma matriz é diagonalizdavel se e sé se a multiplicidade algébrica de cada valor
préprio for igual & sua multiplicidade geométrica.

Demonstragao. Exercicio. m

4 Teorema de Cayley-Hamilton

Destacamos das restantes propriedades um teorema muito importante em diversas aplicacoes, que
estabelece que toda a matriz quadrada satisfaz a sua equagao caracteristica.

Teorema 4.1 Seja A uma matriz de ordem n e
p(\) =det(A — X)) = (=1)"\" + e NP+ e d o

o seu polindmio caracteristico. Entdo A satisfaz a sua equacdo caracteristica, isto é,
p(A) =0 & (-1)"A" +c, A"+ A+ ol = O,

onde O designa a matriz nula.

Demonstracao. A demonstracao baseia-se na seguinte propriedade dos determinantes: Aadj A =
(det A) I. Aplicando esta férmula & matriz A — AI vem

(A= M)adj(A— ) = p(\I. 8)

Os elementos da matriz adj (A — AI) sdo, a menos do sinal, determinantes de menores de ordem
n — 1 da matriz A. Logo, cada elemento daquela matriz ndo é mais do que um polinémio em X de
grau < n — 1. Podemos entao escrever

n—1
adj(A— M) = > M\By
k=0
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onde cada coeficiente By, ¢ uma matriz de ordem n com elementos escalares. Substituindo em (8)
obtém-se,

n—1
(A=AD)> NBr =p(\I
k=0
ou
n—1
—A\'Bp14 > MN(ABr = Br_1) + ABo = (=1)" A" + ¢ 1 A" T 4+ + et M + ol
k=1

Igualando os coeficientes homdlogos das poténcias de A obtém-se as equagoes

—Ba_y = (1)
ABn—l —Bp_9 =cp_1l

ABl — BQ = 61[
ABO = COI.

Multiplicando estas equacdes sucessivamente por A", A"~ ... A, I e somando em seguida os
resultados, o primeiro membro da igualdade resultante é a matriz nula O de ordem n. Obtém-se
entao

O=(—1)"A" +cp A" 1+t A+ el

ouseja, p(A) =0. m
Vejamos uma aplicagao deste teorema ao cdlculo da inversa de uma matriz.
Assumindo que a matriz A é invertivel mutipliquemos a igualdade

(—1)"A" + ¢, A" b At gl = O
por A~!. Resulta entdo
(—1)"A™ 1 e, A2 4 I AT = 0.

Recordando que ¢y = det(A), tem-se ¢y # 0 pois A é invertivel. Dividindo a igualdade anterior por

cp e isolando A~! obtém-se a seguinte férmula que pode ser utilizada para obter a matriz inversa
de A:

1
A7l = - (1) A" ' 4 e A" 24 I
0
Exemplo 4.1 Consideremos a matriz A = [ :1)) 9 ] , cujo polinémio caracteristico & p(\) =
A? — 5X + 5. Entéo
e [(-1)?A—5I] = 1 (A —5I)
5 5
1

B -2 1] [ 2/5 -1/5
_3[ 13][1/5 3/5]
5 Exercicios Resolvidos

Mostre que:

(a) Se A é uma matriz tal que A2 = O (matriz nula), entdo o tnico valor préprio de A é
zZero.
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(b) Se duas matrizes A e B tém o0 mesmo vector préprio ¥, entdo ¥ também é vector préprio
de A+ B e AB. Quais sao, em ambos os casos, os correspondentes valores préprios?

Resolucao

(a) Suponhamos que A tem um valor préprio A # 0 e seja & um vector préprio que lhe estd
associado. Entao AX = A%, pelo que multiplicando & esquerda ambos os membros desta
igualdade por A vem,

A’ = A7 = 0= )\AZ
pois A2=0

Como X\ # 0, segue-se que AZ = 0 e, portanto, AZ = 0Z. Assim, & é um vector préprio
associado ao valor préprio nulo. Mas isto é absurdo, pois estamos a supor que Z estd associado
ao valor préprio nao nulo A. O absurdo partiu de supormos que A tem um valor préprio ndao
nulo, pelo que o tnico valor préprio de A é zero.

b) Sejam respectivamente A e p os valores préprios de A e B associados a ¢. Entdo, A¥ = M\
I
e BU = uv, pelo que somando as igualdades membro a membro vem

(A+B)o=(\+p)7.

Assim, U’ é vector préprio de A+ B, sendo A 4+ p o valor préprio que lhe estd associado.

Por outro lado, ¥ é um vector préprio de AB associado ao valor préprio pA pois,
ABv = A (ut) = pAv = (u\) 0.

11 -1
Considere a matriz A= 1| 2 2 0 |, a parametro real.
1 a a

(a) Diga para que valores de a, a matriz admite o valor préprio zero.
(b) Para esse valor de a, determine os restantes valores préprios e os correspondentes vec-
tores proprios.

Resolucao

(a) A matriz admite o valor proprio zero se e s6 se AT = 0% < AZ = 0 for um sistema
indeterminado, isto é, se det A = 0. Ora

0 =
a

-1 B Lot
Yo 2

1
detA=| 2
1

QN =

——@0-2),

pelo que a matriz A tem um valor préprio nulo se e s6 se —(2a — 2) = 0, ou seja, a = 1.

(b) Para a = 1 tem-se

(I S
[A=X]=0& 2 2—-Xx 0 =0&
11 1-2
2 2-) 1-A 1 1-x 1
_’1 1 '_0"1 1’+“_Aw 2 2A'0©

SA+(1-N[1-N2-)N)-2=0s
S-A+1-NA=-3)\)=0s-A(1-2°=0s
< A=0VA=2 (mult. alg. 2).

Célculo dos vectores préprios:
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e Para A =0 vem

1 1 -1 T 0 T+ 20 —23=0 =
2 2 0 zo | =] 0| & 21 + 220 =0 <:>{$1:0 2
1 1 1 T3 0 1 +x9+23=0 3=

donde E [0] = ({(—1,1,0)}) e, portanto, a multiplicidade geométrica de A =0 é 1.

e Para A =2 vem

-1 1 -1 T 0 —x1+ 22 —23=0 Je—
2.0 0 zo | =] 0| el 25,=0 @{Il_m
11 -1 T3 0 T+ 29 —23=0 27

donde E[2] = ((0,1,1)) e, portanto, a multiplicidade geométrica de A =2 ¢é 1.

1 m 1
Considere a matriz A = | —1 1 —-m
1 0

(a) Calcule o polinémio caracteristico de A assim como os seus valores préprios.
(b) Para que valores de m a matriz A é diagonalizdvel?
(c) Para os valores obtidos encontre uma matriz diagonal D e uma matriz nio singular P
tal que A = PDP~!,
Resolucao

(a) O polinémio caracteristico é dado por:

1—A m 1
p(A) = det(A-X)=| -1 1—-2A\ -m
1 0 m+1—2A
AT=XNA=Xm+1=XN)—m[(-D)(m+1=X)+m]+1[0—(1-2XN)]
= 1=-NA=-XANm+1=-XN)+md-X)—(1-X)
= 1=-N[A=-XNm+1=X)+m-—1]
(1-=2)

1= [N = (m+2)A+m].
Os valores préprios de A sado as raizes da equagao

pPA) =0 (1=A) [N = (m+2)A+m] =0
Resolvendo esta equagao, obtém-se A=1VA=mV A =2.

(b) Se m ¢ {1,2}, a matriz A tem 3 valores préprios distintos a que correspondem 3 vectores
proprios linearmente independentes. Consequentemente, de acordo com a proposi¢ao 3.5,
serd diagonalizavel. Para analisarmos o caso em que m € {1,2}, vamos obter os vectores
préprios de A :

e Se A =1 tem-se

0 m 1 T 0 _
~1 0 -m o | =10 @{ ¥z =TI
1 0 m T3 0

pelo que E 1] = ((—m?,—1,m)).
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e Se A = m tem-se

1—m m 1 T 0 B
-1 1-m -m zo | =0 @{ x1:7$3
1 0 1 3 0 2=
pelo que E [m] = ((—1,—1,1)).
e Se \ = 2 tem-se
-1 m 1 z1 0 _
-1 -1 -m z2 | =10 |« { o ; (17_77;) 3
1 0 m-—1 z3 0 2

e, assim, F 2] = (1 —m,—1,1)).
Vemos pois que, se m = 1, E[m] = E[1], pelo que a multiplicidade algébrica de A =1 é 2,
sendo a multiplicidade geométrica igual a 1. Logo, A nao é diagonalizédvel.

Se m = 2, tem-se E[m| = E[2], pelo que também neste caso as multiplicidades algébrica e
geométrica nao coincidem, e, portanto, A nao é diagonalizdvel. Conclui-se entao que A é
diagonalizavel se e s6 se m ¢ {1,2}.

(c) Param ¢ {1,2}, tem-se

1 0 O -m2 -1 1—-m
D=10 m 0 e P = -1 -1 -1
0 0 2 m 1 1

Note-se que det P = —m? + 3m — 2, quantidade que & diferente de zero se m ¢ {1,2}. Assim
P & nio singular e verifica-se que P~'AP = D.

Sejam P, o espago dos polinémios de grau menor ou igual a 2 e {1,z,1 + 22} uma base de
P,. Considere as transformacoes lineares T,S : P» — P, definidas por T [p(z)] = p'(z) e

S[p(z)] = zp'(2).
(a) Quais as matrizes das transformagdes T e S?7
(b) As matrizes obtidas em (a) so diagonalizaveis? Em caso afirmativo, indique a matriz
diagonalizante e a matriz diagonal obtida.
Resolucao

(a) Célculo da matriz de T': como

T(1)=0=0-1+0-2+0- (1+2%) =(0,0,0)
T(z)=1=1-1+0-2+0- (1+2%) = (1,0,0)
T(1+a?) =22=0-1+2-2+0- (1+2?) = (0,2,0)

tem-se
01 0
Ar=1{10 0 2
0 0 O
Célculo da matriz de S : como

S(1)=2-0=0=0-1+0-2+0-(1+2%) =(0,0,0)
S(z)=2-1=2=0-1+1-2+0-(1+2%) =(0,1,0)
SA+a*)=z-20=20"=-2-14+0-z+2- (1+2%) =(-2,0,2)
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tem-se

00 -2
As=10 1 0
00 2
(b) Equac@o caracteristica da matriz Ap :
-2 1 0
|[Ap = X|=0<] 0 —Xx  2]=0
0 0 —X

&M =0\ =0 (mult. alg. 3)

Célculo dos vectores préprios: para A = 0 tem-se

01 0 o) 0 0
(Ap = X)Z=0< | 0 0 2 o | =10 @{;_0
000 3 0 37

donde E'[0] = ((1,0,0)) e, portanto, A = 0 tem multiplicidade geométrica 1. Como néo é
possivel obter 3 vectores préprios linearmente independentes, A7 nao é diagonalizdvel.

Equacao caracteristica da matriz Ag :

-A 0 -2
As—M|=0<| 0 1-X 0 |=0
0 0 2-2

S-A1-N)2-N)=0A=0vi=1vi=2
Célculo dos vectores préprios:

e Para A =0, tem-se

00 —2 x 0 =0
(As —0NZ=0< |0 1 0 zo | =10 ‘i’{;o
00 2 T3 0 3
donde E[0] = ((1,0,0));
e Para A =1, tem-se
-1 0 -2 T 0 =0
(As—1Z=0<| 0 0 0 zo | =10 @{;:0
00 1 T3 0 3

donde E[1] = ((0,1,0));
e Para A =2, tem-se
-2 0 -2 T

(Ag—2DZ=0=| 0 —1 0| | a |=
0 0 0] s

o O O

Tr1 = —
<:>{ 1 3
To —

donde FE [2] = ((—1,0,1)).
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Conclui-se que é possivel obter 3 vectores préprios linearmente independentes, os quais cons-
tituem as colunas da matriz diagonalizante:

1 0 -1
P=]101 0
0 0 1
A matriz diagonal é a matriz
0 0 0
D=0 10
0 0 2
com os valores préprios 0,1 e 2 dispostos na diagonal principal. De facto, verifica-se que
10 -11" 101
Pl=101 0 =[0 10
0 0 1 0 0 1
e que
(1. 0 170 0 O 1 01
PpP'=101 0 010 010
10 0 110 0 2 0 0 1
[0 0 —2]
=10 1 0 | =As.
L0 0 2]
Seja A uma matriz de ordem n com valores préprios Aq, Ag, ..., Ay, todos distintos, e vectores
préprios T, To, ..., Tp.

(a) Mostre que A™ = PD"P~1 onde D é a matriz diagonal com os valores préprios na
diagonal principal e P é a matriz cujas colunas sao os vectores préprios correspondentes.

2 3 3
(b) Determine A%, sendo i) A = 12 yii)A=| -1 -2 -1
21 1 3 -1

Resolucao
(a) A demonstracao faz-se por indugéo.
Se A tem os valores préprios todos distintos, entdo A é diagonalizdvel, isto é, existe uma
matriz invertivel P e uma matriz diagonal D tais que A = PDP~'. Logo, a condicio A" =
PD"P~! & verdadeira para n = 1. Admitindo a sua veracidade para n — 1, provemos que é
verdadeira para n. Ora,

A" = A"'A= (PD™'P') (PDP™)

= pp* ' (p7'P)DP ' =P (D" 'D)P ' =PD"P",

como queriamos. A 2% igualdade deve-se a hipétese de indugao e as 3*, 4* e 5* justificam-se

pela propriedade associativa da multiplicacao de matrizes e pelas defini¢oes de matriz inversa
e de poténcia de uma matriz.

1
. 7410 -1 [ -12 12
(b-1) Neste caso tem-se D = [ 0 3 ] e P= [ 11 ] - Logo, P~ = [ 1/2 1/2 ]

BN E
-1 sy 12 18041 301
BRI A

A20 — PDQOP—l

T2
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31 90 O
(b-ii) Neste caso obtém-se, de forma andloga, A?° = | —10 —29 0
—-20 —60 1

@ Sendo A uma matriz de ordem n, um polinémio matricial em A, p(A), define-se de maneira
andloga a do polinémio escalar:

P(A) = A" + et AT -+ A+ ool

em que cg,Cy,...,C, SA0 0s coeficientes.
3 1
1 2
calculemos o polinémio matricial p(4) = A* + 343 + 242 + A +1.

Considerando a matriz A = [ , cujo polinémio caracteristico é p(A) = M — 5N+ 5,

Resolucgao

Pelo teorema de Cayley-Hamilton, a matriz A satisfaz a sua equagao caracteristica, isto é,

A2 —5A+5I =O.

Entao,
A2 =54 51,
pelo que
A* = A2A% = (5A — 5I)* = 2542 — 50A 4 251
=25 (5A — 5I) — 50A + 251 = 75A — 1001
€

A% = AA? = A(BA —51) =5A% — 54
=5(5A —5I) — 5A = 204 — 251.

Por conseguinte,

p(A) = A* + 343 + 242 + A+ T = (75A — 1001) + (60A — 75I) + 2 (5A —5I) + A+ 1T
= 146A — 1841

6 Exercicios Propostos
Determine os valores e vectores préprios das matrizes dadas a seguir. Indique, em cada

caso, uma base do subespaco préprio associado a cada valor préprio bem como as respectivas
multiplicidades algébrica e geométrica.

1 2 1 1 -1 -1 5 1 1 10
A= 2 0 -2 B= 1 3 1 0_{01} D=|1 0 1
-1 2 3 -1 -1 1 01 1
9 _9 9 (1)}88 1 00
E=| 1 2 -1 F = G=|-7 10
-1 -1 4 00 =20 4 -3 1
00 0 2

Diga quais das matrizes do exercicio 1 sao diagonalizdveis. Para estas, indique a matriz
diagonalizante e a matriz diagonal obtida.
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Sejam T e S endomorfismos de um espaco vectorial real E de dimensao 3 cujas matrizes a
respeito de uma certa base sao, respectivamente,

—2

O N =
o = O

0
e 0
1

N = O

0
1 0
0 1
Determine os valores e vectores préprios de T, S e de SoT.

Suponha que a matriz D do exercicio 1 representa uma transformacao linear T relativamente
A base canénica de R3. Considerando a base {u; = (1,1,1), @2 = (1,1,0), @3 = (1,0,0)} qual
é a matriz representativa de 7?7 Que relagdo existe entre os valores préprios desta matriz e
os da matriz D? Qual a matriz de mudanca de base?

0 -1
m m+1

Considere a matriz A = {

} onde m é um ndmero real.
(a) Calcule o polinémio caracteristico de A assim como os seus valores préprios.

(b) Para que valores de m, a matriz A é diagonalizdvel?

@ Sendo A uma matriz de ordem n, prove que:
(a
(b
(c
(d

(
(

Se \ é valor proprio de A, entdo A* é valor préprio de A* (k e N).

Se det A # 0 e A & valor préprio de A, entdo A™! & valor préprio de A=,

As matrizes A e AT tém os mesmos valores préprios.

Sendo B outra matriz de ordem n, os produtos AB e BA tém os mesmos valores préprios.

e

f

A & invertivel se e s6 se A = 0 néo é valor préprio de A.

—_ = D D

Se existe k € N tal que A* = 0, zero ¢ o tinico valor préprio de A.

Seja A uma matriz de ordem n idempotente. Que relagao existe entre os valores e vectores
préprios de A e A%?

Seja A uma matriz de ordem 3 tal que

1 2 0 0 0 0
Alt]|=|2]|, al1|=]|-3| e 4|l o|=]0
1 2 2 —6 ~1 3

(a) Indique os valores préprios de A e as respectivas multiplicidades algébricas.
(b) Indique o polinémio caracteristico da matriz A.
)
)

(c

(d) Determine, explicitamente, uma matriz A nas condigdes do enunciado.

Indique, se existir, uma matriz diagonal semelhante a A.

1 a b
@ Seja A=|a 1 ¢ , com a,b,c € R. Determine a, b, c e os valores préprios Aj, Ag, A3
b ¢ -1

de A de modo que #; = (1,1,2), Z3 = (—1,1,0) e 5 = (—1,—1, 1) sejam vectores préprios
associados a A1, A9, A3, respectivamente.

Considere o endomorfismo de R? definido por f(z,y) = (z,z + ay), em que a € R.

(a) Para que valores de a a matriz representativa de f é diagonalizdvel?
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(b) Sendo A a matriz representativa de f na base canénica, para os valores obtidos na alinea
(a) encontre uma matriz diagonal D e uma matriz ndo singular P tal que A = PDP~!.

Considere a transformacio linear T : C3 — C3 que, em realcdo a base canénica de C3, tem
representagao matricial

010
A= -1 0 0
0 01

(a) Calcule os valores préprios e os vectores préprios de T e indique, justificando, se existe
uma base de C3 em relacio a qual a representacio matricial de T' é diagonal. Em caso
afirmativo, obtenha a referida base, a correspondente matriz diagonal D e a matriz
diagonalizante P tal que D = P~1AP.

(b) Resolva a alinea (a) para o caso em que T' é igualmente definida por A, mas substituindo

C3 por R3.
(c) Prove que existe n € N tal que A™ = I e determine o menor valor de n com esta
propriedade.
-2 2 -2
Considere a matriz A = 2 -2 =2
-2 -2 2

(a) Calcule o polinémio caracteristico assim como os valores e vectores préprios de A.

(b) Prove que A é diagonalizdvel e determine uma matriz nio singular P tal que P~1AP
seja diagonal.

(c) Mostre que A é nao singular e utilize a alfnea anterior para calcular A=!.

(d) Prove que (A% —161) (A + 2I) é a matriz nula, onde I é a matriz identidade de ordem
3. Aproveite este resultado para obter A~

Seja T um endomorfismo de R? tal que o subespaco gerado pelo vector (1,1,1) é invariante
para T, assim como o subespaco

S={(z,y,2) ER®:x+y+2z=0}.

Sabendo que T7(0,0,1) = (1,1,1), determine a forma da matriz que representa T' na base
canénica de R3.

61 _—92l 921
Dada a matriz A = —2% 6; —2; , determine uma matriz B tal que B? = A.
0 0 4

Sejam Fi, Fy, ..., Fy subespacos de um espago vectorial E. Diz-se que o subespaco S =
Fy + F5 + -+ -+ F; € uma soma directa e representa-se por S = F} @ Fo @ - -+ & F), quando,
k

para cada i € {1,2,...,k} se tem F; N Z F; :{6}
=15

(a) Mostre que S = Fy @ Fo @ --- O Fy, se e s6 se para quaisquer vectores fl € Fi, fg € by,
.., fr € Fy é vélida a implicagao

ittt fi=0=fi=fo=-=f=0
(equivale a dizer que o vector 0 se escreve de maneira tinica como soma de k vectores,
pertencentes respectivamente a Fy, Fy, ..., Fj).
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(b) Sendo T um endomorfismo de um espago vectorial E, A1, Ag, ..., Ag, k vectores préprios
distintos de T e E[A\1], E[X2], ..., E[\;] os respectivos subespagos préprios associados,
prove que:

i. E[M]+ E[X2]+ -+ E[M\] € uma soma directa.
ii. T é diagonalizavel se e s6 se E = E[\| ® E[Xa] @ -+ @ E[\g].

7 Solugoes dos Exercicios Propostos

A 0 2 A 1 2
T mualg. 1 2 "7 m.alg. 1 2
m. geom. 1 1 m. geom. 1 2
A 1 2 A -1 1 2
1 m.alg. 1 1 "7 1 m.alg. 1 1 1 '
m. geom. 1 1 m. geom. 1 1 1
) 3+iv2 3—iV2 2
gl BN [ (G-3iv2 -3 -3iv2 D) | (G+3V2 -3 +3iv2 1) [ {(LLD) |
m.alg. 1 1 1 ’
m. geom. 1 1 1
A 2 —2 1 A 1
7ol B {0,0.0,1)) | ((0,0,1,0)) | {(1,0,0,0)) | ~| E[) ((0,0,1))
| m.alg. 1 1 2 "7 1 m.alg.
m. geom. 1 1 1 m. geom. 1
2.
Matriz | Diagonalizdvel ? P D
A Nao —
I -1 -1 1 0 0]
B Sim -1 1 0 0 2 0
1 0 1 0 0 2
. 1 -1 2 0
¢ Sim 0 1 0 1
-1 1 1 1 0 0
D Sim 0 1 -2 0 2 0
1 1 1 0 0 -1
i éf%ﬁz %4—%\/2@ 1] [ 3+ 2 0 0
E Sim —3-1V2i -1+ 1V2i 1 0 3—V2i 0
I 1 1 1] o 0 2
F Nao — —
G Nao — —
A 2 A 0 1
3. T: G
EA | (=2,1,5)) EM | ((=1,0,1)) | ((0,0,1))
A 0 1 4
SoT:

1 0
4. Ap({ty, ta,Us}) = 0 1 |.Todas as matrizes que representam uma transformacao linear
1 0

O O N

relativamente a diferentes bases sao semelhantes e, por isso, tém os mesmos valores préprios.
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1 1
P=1]11
10

Ol =l el

5. (a) p(A) = A" — (m + 1) A+m, valores préprios.A = m e A = 1; (b) se m # 1, os valores préprios
sao distintos e existem 2 vectores préprios linearmente independentes. A matriz é, portanto,
diagonalizavel neste caso. Se m = 1, a matriz tem um tnico valor préprio (A = 1) de multiplicidade
algébrica 2 e multiplicidade geométrica 1, pelo que nao é diagonalizavel.

8 (a) 2 e —3 com multiplicidades algébricas 1 e 2, respectivamente; (b) p(A) = (—1)3 (A — 2) (A + 3)°

2 0 0 2 0 0
XN NP3 18 (c) |0 -3 0 |;dA=|5 -3 0
0 0 -3 5 0 -3

9.b=c,a+c=-2,\1=c—1, do=c+3edr3=—-2c—1.

10.(a)a7é1;(b)D—H 2};1)—[1 . H

1
1 0 O 01 1
11. (a) Existe, D=| 0 ¢ 0 |,P=| 0 ¢ —i |;(b)N&o existe; (¢c) n =4.
0 0 —i 1 0 O
1 -1 1 -2 00
12 (&) p(A) = A =16 +2)2 —-32;, P= |1 1 1|, P 'AP = 0 —4 0 |;(c)
1 0 -2 0 0 4
~1/4 0 —1/4
A7t = 0 -1/4 -1/4
-1/4 -1/4 0
[1+a+B8 1—-a—p 1
13. l1-—a 1+a 1 |,coma,peR.
1-5 1+ 8 1

52 —1/2 1/2
14. | -1/2 5/2 —1/2
0 0 2
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