Capitulo 3
Célculo Integral em IR



Exercicios propostos

Calculo Integral em R

Exercicio 1 Calcule as primitivas imediatas das seguintes funcoes:

1 S5z .
© 32213

rz—3 .
2. 24257

3 arctanx .
© 1422

4. 1 cot (e37) €37,

5. (v + V)"

62:0 .
1+62:c )

7. cosy/1 —eff\/%;

8. xtan? (2% — 1)sec? (2% —1);

2z2+Inx.
9. e ;

10. =—

zlnx”

Exercicio 2 Calcule as primitivas das seguintes fungoes, utilizando o método
de primitivacao por partes:

1. 2%Ina;

2. z?sinx;
3. €* cos ;
4. arctan z;

5. xrarctanx.

Exercicio 3 Calcule as primitivas das seguintes funcoes, utilizando o método
de primitivacao por substituicao:

1. V9 — a2,

2 61_631
. 1+62cc )

3 THy/T
) :13<1+\3/5)’

4 V2zx4z2
. 2 .
T
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Exercicio 4 Calcule as primitivas das seguintes funcoes, utilizando o método

de primitivacao por decomposi¢ao:

1. sin® z;

2r—1 .
2. (z—2)(z+3)?

2341 |
3. PR

Exercicio 5 Calcule as primitivas das seguintes funcoes:

1. Y£=9,

x Y

2. Vr—l—Inx,

(zfl)2 )
3. e%ln (e** — 4e® + 3);

4. sin® x cos® x;

1

)

5. x arcsin

6 x+(arccos 3z)?

V1-9z2

7. x (arctanz)’;

8 3
" (22+3)y/2-21n%(22+3)
Exercicio 6 Determine a primitiva da funcao definida por f(z) = CO\S/—?E/E,
que toma o valor zero para x = 7>.
Exercicio 7 Determine uma fungao f(x) tal que, com f'(1) = —1 e

xl_l)I_’I_loof () =1se tem f"(z) = (xfl)g.

Exercicio 8 Calcule os integrais:
1. ff (2% — 2z + 3) du;
2. f08 (V2z + ¥x) dz;

3. ff’ 12 — z| dx;
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2
4f0 alxcornf():{i%le :i giiié,
5. 23z2 s d;
6. fog (zsinz) dx;
7. fol \/e;/fr_%dx;
8. [} srsimde.

Exercicio 9

1. Utilize a férmula de integracao por substituicao para mostrar que:
/ f(x)d:n:2/ f(z)dz, se fé par e / f(z)dz =0 se f é impar.
—a 0 —a

2. Aplique a alinea anterior para calcular:

() [, o] da;
(b) fi cosz In (13£) d;
© [, 2.

1+z8
Exercfcio 10 Seja f uma fungao fmpar. Demonstre que a fungao h definida

por h(z) = [ f(t)dt ¢ par.

Exercicio 11 O integral f; f () dx é transformado, pela mudanga de va-
ridvel z = sint no integral f02 1‘:820; dt. Determine a, b e f (z).

Exercicio 12 Sem calcular os integrais, justifique que as seguintes desigual-
dades sao vélidas.

1. fol Vaodr > fol x3dx

2. e <[] e Ing dr < e

Exercicio 13 Determine a expressao analitica da fungao F' (z fo t,
em que
1—2x , 0<x <1
f(x)=< 0 1< <2 .
2-2z)? , 2<z<3
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Exercicio 14 Calcule a derivada da funcao
o(x) = / cost?dt, x # 0.
1

Exercicio 15 Determine, sem calcular o integral,

. o sint? dt
zlir(l) 1‘4 ’

Exercicio 16 Determine os extremos da funcao [t (1 —t2) dt, z € IR.
Exercicio 17 Calcule a drea limitada pelas linhas:
Ly=2*,y=2+6,y=0;

2. Y422 =22, y=>a,y=0;

3

o

3. y=Ilnz,y=Imn’z;
4. y* =2px , 2> =2py (pe R).

Exercicio 18 Calcule o volume do sélido gerado pela rotagao em torno do
eixo dos xx da regiao limitada pelas linhas y = e ,y =e " e x =1n2.

Exercicio 19 Determine o comprimento do arco da curva de equacao

r= 7113/2 — %lny entre os pontos de coordenadas (;11, 1) e (1 —Inv/2, 2) .

Exercicio 20 Determine:

2

1. a 4rea da regiao plana limitada pelas pardbolas x = 3% e 2% = —8y;

2. o volume do sélido obtido pela rotagao da regido referida em a) em
torno:

(a) do eixo dos xx;

(b) do eixo dos yy.
Exercicio 21 Calcule os seguintes integrais improéprios:
L[~ ze " dx:

6 dx .
2 J}
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3. [ L dn;

zlnz

[ —
% (22-4)

5. f—l—oo e\/_

o)

6. f0+°° %ﬁd:n.
Exercicio 22 Estude a natureza dos seguintes integrais:
1 foo In(22+1)
2. [ —= sn
3. fooo WM‘M ;

+00 cosz
4. f 142 dz.

Exercicio 23 Determine a drea da regiao infinita limitada pela curva
) 2 .
Y =71 +1z27 pela pardbola y = %- e pelo eixo dos zw.

Exercicios Complementares

Exercicio 24 Calcule as primitivas imediatas das seguintes fungoes:

3—z
1 9—z2’
x .
(z241)Vaz241’
2
x
3. 2

* cos? z(l+tanz)”

Exercicio 25 Calcule as primitivas das seguintes fungoes, utilizando o método
de primitivacao por partes:

2
X .
1. w277 arctan ;

2. 3%sin 2x.

Exercicio 26 Calcule as primitivas das seguintes fungoes, utilizando o método
de primitivacao por substituicao:
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1 344 .
" (z-5)%+3’

9 sin z .

* cos?z?

© 2P V24

Exercicio 27 Calcule as primitivas das seguintes fungoes, utilizando o método
de primitivacao por decomposic¢ao:

1. tan* z;

2. cos 2z cos 3x;

4

3. =%

x3+1°
Exercicio 28 Calcule as primitivas das seguintes fungoes:

1. xsinxcosz;
xi4r—1.
2. =

3. —<

1492 )

4 3e”

€T —2e*—3"

Exercicio 29 Considere a fungao f (z) = % definidaem R\ {—1,1}.

Obtenha a primitiva de f que satisfaz as condigoes seguintes :

1. lim F(z)=7%;

r— 400

2. lim F(z)=0;

3. F(0) = 1.

sin(Inz)

Exercicio 30 Considere a fungao f” () definida por f”(z) = =

1. Determine a expressao geral das fungoes f () que admitem f” (x) como
2% derivada .

2. Das funcoes da alinea anterior, determine aquela que verifica

f(1)=rf(1)=0.

Exercicio 31 Determine a funcdo f : RT™ — IR tal que f'(z) = In’z e

F(1) =4
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Exercicio 32 Determine a primitiva da fungao f(x) = z%e®, que toma o
valor 1 para x = 0.

Exercicio 33 Calcule os integrais:

1. f; VvV — 2dz;

™ .
2 5 sinx—coszx .
0 sinxz+coszx ’

1 1 .
3. f—l 250760

2ng .
4. fl ?dﬂf,

1

1 1 .
6. fo (4+2x)(1+x2)dx’
25 /x—3
7. Jg x(ﬁﬁ)d:n.

Exercicio 34 Prove que sao iguais os integrais

i I P
/0 In cos (z) dx e /0 In cos (Z — ZL‘) dzx.

Exercicio 35 Demonstre que f; f(z)de = f; fla+b—2x)dz.

Exercicio 36 Calcule a derivada, para z > 0, da funcao:

3

¢ (z) = /1 In tdt.

Exercicio 37 Sendo f (z) = fzkzm e *dt , determine o valor da constante k

de modo que f' (1) = 0.

Exercicio 38 Seja f uma funcao positiva e continua em IR, e g a funcao
. Inz
definida por: g (z) f(t)dt.

—Jo
1. Determibe o dominio de g.

2. Calcule a derivada de g.

3. Estude a monotonia de g.
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Exercicio 39 Determine, sem calcular o integral,

T €T
lim ——— / et dt.
33"01 — et 0

Exercicio 40 Determine os extremos da funcao f Y2 Int dt , x> %
2

Exercicio 41 Seja g : [1,400[ — IR tal que g (z) = f;zﬂ \}%dt. Prove

que 2¢' (1) = In2.

Exercicio 42 Seja f uma funcao com derivada continua em IR tal que para
qualquer z > 0, fogx f (t)dt = z* + 32% e f(0) = 2. Determine a expressao
analitica de f.

Exercicio 43 Seja g : [1,400[ — R tal que g (z) = f;gﬂ \%’%dt. Prove
que %g’ (1) = sin2.

Exercicio 44 Calcule a drea limitada pelas linhas:
1. y = 2% — 62% + 8x e o eixo dos zx;
2. y=12%,y=+/T.

Exercicio 45 Calcule o valor positivo de m, para que a drea da regiao do
primeiro quadrante limitada por y = 222 e a recta y = ma seja 32.

Exercicio 46 Considere o segmento de curva y = sinz, 0 < x < 7.

1. Determine a drea limitada por este segmento de curva e o eixo dos xx.

2. Determine o volume do sélido de revolucao gerado pela regiao definida
na alinea anterior numa rotacao em torno do eixo dos xx.

Exercicio 47 Determine o volume do toro gerado pela rotacao da regiao
limitada pela circunferéncia de equagao (r — 2)2 +y? = 1 em torno do eixo
dos yy .

Exercicio 48 Seja A a regiao do plano definida por:
2 1 2
(z,y) e R :ygz/\yZ(x—l) ANy <Inz;.
1. Calcule a 4rea de A.
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2. Calcule o comprimento da linha dada pela equacao y = In (e*™*) , com
a€Re -2<z<2.

Exercicio 49 Seja A a regiao do plano definida por:
{(z,y) eR*:y<20Ay<O0Ay> (33—|—1)2—4}.
1. Calcule a drea de A.

2. Determine o volume do sélido gerado pela rotacao em torno do eixo
dos zx da parte de A que se encontra no 3° quadrante.

Exercicio 50 Determine a #drea do subconjunto de IR? constituido pelos
pontos que verificam as condicoes: y < % ANy<z+2ANy>1.

Exercicio 51 Seja D a regiao do plano limitada pelas curvas de equagoes
y>a?,y<—r4+2ey<2

1. Calcule a area de D.

2. Determine o volume do sélido gerado pela rotacao da regiao D em torno
do eixo dos xz.

Exercicio 52 Calcule os seguintes integrais impréprios:
+o Ing ...
L[ ey

2. f 72— 6218 6z+8 $

3. f (1+=22) arctanxdm;

™
2 _1 .
4. fO cosxdx’

5. [ Lda.

co z2

Exercicio 53 Calcule o seguinte integral impréprio fo Wd:n com
a # 0, e indique a sua natureza.

Exercicio 54 Estude a natureza dos seguintes integrais:
1 14sin?e .
L[, Bty

2. fo 1+x
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3. foooidz ;

1
(14+a3)3

S

11 .
o (ng)%dx,

ot

+00  2z+6 .
fO z2+4+x+6 dl’,

o

fl sin x dCC,

0 11—z

+00 cosz+sinx
7y e dr.

Py o0
Exercicio 55 Prove que [ 243

0 apogsint dt é absolutamente convergente.
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Solucoes

1.1: 2 (22 —|—3) +C; 1.2: 110g(932+25)—§arctan§+0;

1.3: Jarctan’z + C; 1.4: §log|sine®| + C; 1.5: +$x§+%x§+0;
1.6: Slog (1 +e*)+ C;1.7: —2sin/1—e* 4 C; 1 8 stan® (22 — 1) + C;
1.9: 1e2® 1 C; 1.10: log[log| + C.

2.1: %x?’logx— s+ C; 2.2: —a?cosz + 2wsinz + 2cosx + C

2.3: 569” (cosz +sinz) + C; 2.4: zarctanz — 5 log (1 + z?) + C;

2.5: fa?arctana — 5z + 5 arctanx + C.

3.1: %x\/Q—ijL arcsin ¥ + C; 3.2: —e” + 2arctan e” + C;

3.3: %:ca — 323 + 66 +3log (1 +:c3) — Garctan xs +C;

3.4: \/mx log|1—\/:n2+293+93}+0

4.1: —cosz + 5 cos®z + C; 4.2: 2log |z — 2| + Llog |z + 3| + C;

4.3: x+%—log\:c| +2log |z — 1| + C;

4.4: — log |1 — 2|+ flog |z + 1| — 3 arctanz + C.

5.1: vx? —9 — 3arcsec 5 + C;

5.2: \/——l—logx—l—log\:d log|z — 1| + C;

5.3: e%log (e** — 4e® + 3) — 2e* — 3log|e” — 3| — log|e® — 1| + C;

5.4: —3cos®z + 3 cos®x + C; 5.5: fa?arcsin® 4 3va? — 1+ C;

5.6: —5v/1 — 922 — ¢ (arccos 3z)* + C;

5.7: $a? arctan®z — zarctanz + £ log (1 + 2?) + 5 arctan® z + C;;

5.8: 3“4/5 arcsin (log (2x + 3)) + C.

6: F(x) —2Sln\/_

7 f(x) = 1+—x + 1.

8.1: I;8.2: 12:8.3: 1;84: £,85: llog2; 8.6: 1; 8.7: log \/17_—“*
8.8: Zlog \/gﬂ = glog@.

9.1: Sugestao: Utilize a mudanca de varidvel x = —y. 9.2a: 1; 9.2b: 0;
9.2¢c: 0.

10: Sugestao: Utilize a mudanca de varidvel t = —y.
11: a=0,b=1, ]"(93):4ﬁ

1+V1—22"

12.1: -5 12.2: -

T — I—; se0<z<1
13: F(z) =14 3 sel<x<2

T 12— )’ se2<x<3
14: ¢' (z) = cosa? + I—lz cos %
15: 1.
16: f(0) é minimo e f(—1) e f (1) sao maximos.
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. 32, . V3 . . . . 4
17.1: 55 17.2: T—I—g, 17.3: 3 —e¢; 17.4: gpz

18: 27,

19:§+%log2

20.1: 3;20.2a: Z7; 20.2b:

21.1: 5 21.2: 6\/5213 —I—oo214 —5%7- 21.5: +o0; 21.6: +o0.

22.1: dlvergente 22.2: convergente; 22.3: convergente; 22.4: absoluta-
mente convergente.

23: ;47

24.1: 2¢/3+ 1+ C; 24.2: m +C; 24.3: —2V/1— 2% 4 C;

24.4: log |1 + tanx| +C.

25.1: x arctan:c — 3log (1 +2?) — $arctan®z + C;

25.2: m [—32 cos (2z) + 8237 sin (22)] + C.

. (@=5°+3| | 19v3
26.1: %log[ 3 }—l— arctan(f)jLC

2
26.2: tanx+% :L“+C’ 26.3: (2”)3 +C.
27.1: 1 — tanz + 1tam r + C; 272 EsmS:c + %Sinx + C
27.3: £ +1 log|x+1|——arctan [2‘[ (z— %)] —glogla? —z+1|+C.

28.1: —ix cos (2z) + 3 sin (2z) + C;
28.2: 1a2° + 2% 4+ x4 log|z| — log |z — 1] + C; 28.3: ¢ arctan (2¢”) + C;
28.4: 3log ;j{ +C.

29.1: F (z) = { arctan 2 +10g{z+1} + 3

29.2: F (x) = 1 arctan £ + log |x+1} + 7

29.3: F (z) = %arctan +log‘ }+1

30.1: f(v) = —1zcos(logx) — Lxsin (logx) + Cx + D;
30.2: f(z) = —ixcos(logx)—gxsm(log:c)jL:c <.
31: f(z) =xlog’x — 2zlogx + 22 + 2.

32: F()—xe — 2xe” + 2e” — 1.

33.1: %,332 0; 33.3: log2; 33.4: ———10g2 33.5: 1;
33.6: 10g———10g2+20,337 310g — log 3.

34: Sugestao fazer a mudanga de Varlavel r=75—1

35: Sugestao: fazer a mudanca de varidvel x = a + b — t.

36: ¢' (z) = 3z?logz3.

37 k= %

38.1: D, =1R"; 38.2: ¢’ (z) = 1f (logz); 38.3: MonGtona crescente.
39: —1.

40: f (1) é minimo.

41: -.

42: f(z) = gra* + 327 + 2.

43: -.
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44.1: 8; 44.2: 3.

45: m = 16.
46.1: A=2;46.2: V =2,
4T: 4r2.

48.1: 1 —e1; 48.2: 4V/2.

49.1: 23+ 3 49.2: (28 49) 1

50: 3log3.

51.1: &2 + 1, 51.2: 27,

52.1: +o00; 52.2: %log?); 52.3: log2; 52.4: +4o00. 52.5: +o00.

53: 7a, convergente.

54.1: divergente; 54.2: convergente; 54.3: divergente; 54.4: convergente;
54.5: divergente; 54.6: absolutamente convergente; 54.7: absolutamente

convergente.
55: -.
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